ИЗВЕСТИЯ 
АКАДЕМИИ НАУК СССР 


СЕРИЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 


ВОГГЕМХ ОЕ Т’АСАРЕМТЕ РЕЗ ЗСТЕХСЕЗ ОЕ Г’0В55 


ЗЕЕ МАТНЕЁМАТ!ООЕ 


№2 


ИЗДАТЕЛЬСТВО АКАДЕМИИ НАУКЕ СССР 
Москва х 1939 


Редакционная коллегия: акад. С. Н. Бернштейн, 
акад. И. М. Виноградов и проф. Б. И. Сегал 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1939 
ВОЕТЕТИМ ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ 5СТЕМСЕЗ ОЕ 1’ В35 


Серия математическая Зее та\петаачме 


И. М. ВИНОГРАДОВ 


ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ОЦЕНКИ ОДНОЙ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ 
СУММЫ С ПРОСТЫМИ ЧИСЛАМИ 


Автор приводит вывод оценки одной тригонометрической ‘суммы 
с простыми числами и показываег возможность применения его метода 
к оценке других сумм. 


В настоящей работе дается подробный вывод части результатов, 
краткое сообщение о которых было дано ранее *. Здесь, без помощи 
теории Г/-рядов, путем нового усовершенствования моего общего метода, 
я оцениваю сумму вида 

1 2тАер 
У ) (а, 4)=1,.9>0, 


№М-А<р<мМ 


в случае, когда с возрастанием Л число 4 растет весьма медленно. 

Тот же метод легко обобщается и на случай, когда вместо р в по- 
казателе стоит многочлен степени п>1 с целыми коэффициентами, 
если общий наибольший делитель этих коэффициентов и 4 равен 1. 

Обозначения. Буквою @ обозначаем число с условием |0| < 1: 

Обозначения 

А<В, ВА, А=О(В) 
показывают, что 
18 <, 

где с вполне определяется величинами, принимаемыми при доказатель- 
стве за постоянные. 

Чтобы показать, что постоянная с вполне определяется постоянными 
61, ...›Сп› Пишем 

СЕ С (С Сп). 
Далее полагаем 


{2} =2— [2], (2) = пал ({2}, 1— {2}). 


: ДАН, т. ХХИ, №2, 1939. 
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ЛЕММА 1. Пусть й и № произвольно большие постоянные > 1, з 
1 
произвольно малое положительное постоянное < 5, Ма. =, 


а 
о. (9,0 =1, 


—е 


АМ Че Не аа о 


р произведение всех простых < рь и не входящих в 441: 
Тогда число Т членов арифметической прогрессии 9х-[1, взаимно 
простых с РО (и следовательно, с 049) и заключенных в интервале 


№’ — А < 9-1 = М, 
удовлетворяет неравенству 
Т< 


Ал? 
га ° 


Доказательство %. Достаточно считать М> с, где е=с(й, Йа, 3). 
достаточно велико. Пусть р обозначает число простых делителей числа О; 


Р1, ....Рь Эти простые делители, 
т=2[3 10 т—1], 


С (4) обозначает число различных простых делителей числа 4. Имеем 


т< Уь (9 (4+). 
а/р 


2(а)<т 
Отсюда находим 
й т—1 
о 
те № ва а 
а/р п—0 
®(а)<т 
Но здесь имеем 
а - 
“ А А р< Ат“ 
а < 
4 га 
9/р П ( 5 ыы 
р [ аа1 
Далее находим 
р 
А А И А 
А —. р м 
ар а/р п=т 
т<-(а)<в т: (а) <р 


где 5„ обозначает и-ую элементарную симметрическую функцию от 
Л в 


Е 


‚? Вгип У., У1Чепзкарззе]Каре{з ЭкгИЧег. 1, Маф.-патагу. К1аззе, 1920, № 3, 
Кг1зйаша. 
ТуевжтагзЬ Е. С., Вепа. 4е1 с1тс. та%. 41 Райегто, $. ТАУ, 1930, 414 — 439. 
ГапФац Е., \Уог1. аБег ХаШеп{Веоме, 1927, Ва. т, И Тей, Кар. 2. 
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При этом легко видеть, что 


р я р р = | 
а 


Наконец, 


а << Ат о 


й=0 
что и доказывает нашу лемму. 
ЛЕММА 2. Пусть 4 целое >1, (а, 9) =Ти Ти 1 независимо друг 
от друга пробегают значения, взятые из чисел 


0, ..., 9—1, 
причем каждому из этих чисел [| может равняться не более М раз, 


а [1 может равняться не более Му раз. 


Тогда для суммы 
а 
211— Ил 
р 
И 


15| < ММ, 4У 9. 


ео Имеем 


имеем неравенство 


19 =9М У 5 п «ам? У и р ууу. эти (и-И)х 
Ч и И х=0 


Но суммирование по х дает 4 в случае [, =Д и дает нуль в противном 
случае. Позтому 


157 = М г 


что и доказывает лемму 2. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть й произвольно большое постоянное > 1, адит 
произвольно малые положительные постоянные, 


= 2 1= М> 2, г= 108 М, 


на А 


(а, 9) =1, к 9 =Г,, 
р пробегает простые числа. 
Тогда для суммы 


имеем неравенство 


Доказательство. 41° Пусть 
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и Ш) обозначает произведение всех простых чисел < рю. Пусть @ про- 
бегает все делители числа О, а Р пробегает все числа, взаимно простые 
с Р. Тогда имеем 


.а 
_ Р 2т1-ат 


3 еь о (1) 


№-А<Р«М’ М№'-А № 
а“ а 


2о В левой части отбрасываем все члены, где Р делится на квадрат 
целого >41. Ошибка, которая произойдет от такого отбрасывания, 
будет 


р <=. 
«< о т. М < 
р0<р<У М 
3° Теперь оценим ошибку Д, которая получится, если в правой 
части равенства (1) отбросим члены, отвечающие значениям 


а>м,=м№'Н!* 
не делящимся на 4. Пусть такое 4 имеет № простых делителей. Находим 


ыы а 
6 > М, а — А Ь 


Если теперь М, < №, < М’ и И’ обозначает число значений 4, лежащих 
в интервале 
Ме е.. 
то из 
(И -... Е = ([№,]) < М, (г 4) 
выводим 
1.167) 1 — 1.161 


7 ^^ <М, (741); И<М,й, #=г2 
После этого находим 


Е Н 
А < 1< < УИ аемрых 
т 


М <а<№’ №- № = й — 
з а а <“ ч зак о 


1.16 
«№2 "<=. 
4° В виду всего доказанного равенство (1) принимает вид 
отаат 
А = Ум) )5+0(& с), с. ме ини) 


№-А<9<№ АЕ 
_ 


Ра 9 


Здесь в левой части (© пробегает лишь числа, не делящиеся на квадрат 
целого >1 и взаимно простые с Р. В правой же части 4 пробегает 
все значения < М,, не делящиеся на 4, и все значения < №, кратные 4. 

5° Оценим часть У суммы, стоящей в равенстве (2) справа, отвечаю- 
щую значениям 4, кратным 49. Имеем 


7=ь (3) № (а) бо, ВЕ 
М 


№ 
> 


ЧРИГОНОМЕТРИЧЕСКАЯ СУММА С ПРОСТЫМИ ЧИСЛАМИ 115 


где 4, пробегает значения 4, взаимно простые с 4. Но множитель 
при № (9) представляет собою число чисел 2 с условием 
№ А № 


я ЕЕ = — 
4 а < 9’ 


взаимно простых с произведением Г), всех, не входящих в 4 простых 
< Ро. Здесь применим лемму 1, взяв 


1.159; А. 


вместо 
5, лу р: 9, 91, 1. 
Тогда окажется 


А-?.26т 
29 


< 


6° Наконец, рассмотрим часть У суммы, стоящей в равенстве (2) 
оправа, отвечающую значениям 4, не делящимся на 49. Здесь имеем 
ба < 9. 
Поэтому 
Е А 
у< Уч=<М,49 «МН; а<;.. 
а<М!: 


. 


Собирая все доказанное, из равенства (2) выводим 


ото 2.251 
р (3) 


74 
№'—А<9<№’ 


7° В левой части неравенства (3) число А простых < М делителей 
каждого О не превосходит 


= [ й ] = ["1-18]. 


108 Ро 


Равенство А =0 будем иметь в случае, когда © простое, удовлетворяю- 
щее условиям 


9> УМ, М -А<О=м, 
или же в случае (при № = А) 
9=1. 


Сумму членов левой части неравенства (3), отвечающих данному К, 
обозначим символом Ть. Тогда 


То=5-0(ИМ) 


и из неравенства (3) выводим 


ее (4 


й=1 
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8° Сначала оценим сумму 


атмо 


г, Хе =1, 


где и пробегает простые числа с условием 


р < и = <=УИМ 
и ©, при данном и, пробегает числа @ интервала 
А №’ в 
и 2 = и? 


не делящиеся на квадрат целого >> 14 и содержащие ровно А — 1 простых 
сомножителей > р и =ИЛ. 
Весь интервал 


р <и<УМ 
мы разобъем на «г интервалов вида 


<= 0’, 20 =0'<40, 


причем, полагая 


т1.10т 
> 


мы каждый из новых интервалов снова разбиваем на < Н. более мелких 
интервалов вида 


ии. ПН < и щ < 20Но:. 


Пусть 
отаио 
В Зе ны 
ч0<и<и1 Ао. 
Имеем 
№М—А М№— я № Ел 
[4 ), «+0 (%Н —. 


Поэтому сумма @ будет отличаться от суммы 


рае 
рН 


щ1<и<и1 М№’-А № 
А > 
%о 40 


на величину порядка 
И = сы 
п Но Ну" = № Но”. 


Сумма всех таких ошибок для всех ©, на которые разбивается Тьо, 
будет 


«№НУНу «>. 
9° Пусть [ какое-либо из чисел 


750... 9-1 Пи 
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Применяя лемму 1, оценим число В чисел и вида 9-1, заключенных 
в интервале 
Ш < и=И.. 

Здесь вместо 

. / 

ЭМ 91, № 
следует взять 

О О 

Тогда окажется 


—1 1.36 
и а м Нет. 


о та 


Аналогичным образом, если [1 какое-либо из чисел 
1=0, ‚29 — ' (1, 4) =1, 


оценим и число В, чисел ь вида 92-1, заключенных в интервале 


М№’— А № 
= 
и 52 и 


Здесь вместо 


следует взять 


Тогда окажется 


Таким образом ®’ может быть представлено в форме 


хе 


$ 81 


27881 


где $ и $, независимо друг от друга пробегают значения, выбранные 
среди чисел 


0,..., 9—1, 
причем каждому из этих чисел $ может равняться —< М раз, а $, может 
равняться < М, раз. Поэтому, согласно лемме 2, имеем 
1 


1.3.761 а 
|2’ |< <мма/ т < Аа Е 


Вместе с тем находим 
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10° Очевидно, всякое' слагаемое 
229 
е а 


суммы Ть входит и в Тю, причем ровно А раз. Кроме того, сумма Гю 
может содержать еще члены вида 


ати? о 
а 1 
е 


Но число таких членов будет 


А (4+1) <<. 


ро<и<у М 
Поэтому 

1 
1 1А а Ма 
ТЕ Ть +0 (15. )< Е в 

9 а и 

х Тк < -- "а Е 

В=1 


Отсюда и из (4) тоорема 1 следует непосредственно. 


Более точные оценки в случаях, расематривавшихея ранее 


То же видоизменение моего метода, но уже без применения метода 
У. Вгип’а, позволяет получить более точные оценки для сумм 


№ 211 (р) 
е 
р<мМ 


и в некоторых случаях, разобранных мною раньше *. Здесь я поясню 
общий метод на частном примере. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть М> 2, г=1ое М, 


5= Уча, а, (= —1<0<1 
2<М 
| "№ ; 
оо Ошы (ав, От, 
р пробегает простые числа. 
Тогда имеем 


7 


1 
$ < №0”. 
Доказательство. 41° Имеем 
Хит Ува) 540 (=. }, За= Уетнаат. (5) 
Р«М а 


Здесь Р пробегает положительные целые числа, не делящиеся на квадрат 
целого >1 и взаимно простые с произведением Д всех простых < ро. 
В правой части 4 пробегает все делители числа Л. 


3 Известия Академии Наук СССР, Серия матем., 1938, № 4, стр. 399—416. 


1 
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2° Теперь рассмотрим значения 4 с условием 
а>М,, №, =Мрь*. 
Пусть А число простых делителей такого 4. Имеем 
Ро > Мо", > Уг-—1. 
Если теперь №, любое число с условием 


М =М = М 


> 


то из 
< (4) +... + < (№) < № ("+ 1) 
для числа И’ чисел 4 с условием 
№ < а № 
получим неравенство 


И/2У "1 < №т, И < №2" 


Сумма членов правой части равенства (5), отвечающих случаю 4 > М,, 
будет 


и ЛА 
а СЕ Х п" '< у. 


М 0<т< 
М: <а<мМ о<т< т 0<т<ро м1 <<, <ро 


3° Далее оценим сумму С членов правой части равенства (5), отве- 
чающих случаю 4 < №,. Находим 


Сс< № пайт ( 7, зая 
0<а<М! 


Отсюда, рассуждая, как и в главе ГХ моей книги «Новый метод в ана- 
литической теории чисел» 4, легко найдем 


М М 
скат < (9+) г. 
4° После доказанного в 25 и 3°, из равенства (5) выводим 


еекрно+т, ь 


Р«М 


* Труды Математического института им. В. А. Стеклова, т. Х, 1932. 
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Здесь каждое Р имеет 
<#=[И 1] 


простых сомножителей. Обозначая символом Ть сумму членов левой 
части неравенства (6), отвечающих тем значениям Р, которые имеют 


ровно А простых сомножителей < ]/ №, имеем 


и таким образом неравенство (6) дает 
9 
М М 
У > Тк ——- (9+ - )} г. (7) 
х ь Ир (4 — 
5° Чтобы оценить Гь, А 1, рассмотрим сначала сумму 
ко ив ры. 


где и пробегает все простые числа с условием 


Ро <#= у д 
и ©, при каждом данном и, пробегает числа Р с условием 


М 
бе, 


имеющие ровно &—1 простых сомножителей < ]/ М. 
Применяя лемму 12 гл. [| указанной выше моей книги 4, получим 


Г уу 2 Зо 
И «№0 *. (8) 


6° Каждый член суммы Ть входит и в Ть и именно А раз. Кроме 
того, в Тю могут входить еще члены вида 


и? 
ела“, й. 


Но число таких членов будет 


№ М * 
КУ у 
ро<и<у М 


Таким образом имеем, в виду (8), 
ас а 
ео ыы. 
®=1 


Отсюда и‘из (7) теорема 2`следует непосредственно. 
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Замечание. Воспользуемся случаем сделать здесь следующее 
замечание. В моей работе «Улучшение оценки одной тригонометриче- 
ской суммы, содержащей простые числа» °, выведена оценка суммы 5, 
дающая хорощие результаты и для главного случая 


@ >> ре. 


Следует, однако, отметить, что`и эту оценку можно улучшить, причем 
предельным по [точности результатом, который еще можно надеяться 
получить без существенных изменений метода, повидимому, является 
следующий: 


1 
5<№0°®, 


где =— произвольно малое полсжительное постоянное. Однако т кое 
улучшение оценки уже не требует добавлений к моему методу, указан- 
ных в настоящей работе. 

Другие результаты. Нетрудно видеть, что изложенные доба- 
вления к моему методу полезны и при выводе оценок других сумм 
с простыми числами. Например легко получается следующий результат: 

ТЕОЕЕМА 3. Пусть б и ч произвольно малые положительные постоян- 
ные «1, Й прсизвольно большое постоянное >1, М>2, г=108 М, 4 


‘а >: 
простое, т? < 4 =<тй, Ё целое, не делящееся на 4, (=) символ Лежандра 


или нуль, в зависимости от того, будет ли (а, 9) =1, или же (а, 9) =4, 


р пробегает простые числа. 
Тогда имеем 
1 


де 


р<М 
Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
Академия Наук СССР. 8:1. 1939. 


Т. УТМОСКВАТООУ. ЕГЕМЕМТАВУ ЕЗТТМАТТОМ$ ОЕ А СЕВТАТХ 
ТВТбОМОМЕТЕТСАГ ОМ УПТТН РЁМЕЗ 
ЗОММАВУ 


ТЬе аи{Фог 21уез, Бу паргоуетепь о{ №15 зепега] шеоЯ Иво аррП- 
саоп оЁ 1Ъе 1Ъеогу оЁ [-зетез, а сошр1ее ргооЁ оЁ \№е ТоПо\ултя 
{Беогеш реБзБей еагПег (С. В. ае 1’Аса4. 4ез Зслепсез @е ГОВ$$, 
у. ХХИ, № 2, 1939). 

ТНЕОВЕМ. 1 № $е ап атфитагу (агсе сопат > 1, 8 апа 1 атёи- 
тгагу зтаП розилое сопат, 


5 Известия Академии Наук СССР, Серия матем., 1938, № 1, стр. 15—24. 
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1 
8=2, т, М> 2, г=108 М, 
ДМ ЭН Иня А 5 
(а, 4) =1, № <9=<т, 
р гипз осег рглтез. Тйеп ше йаосе 


тер аа 
р. 
№'-—А<р<№’ 
фйеге с 4ерепа; оу оп №, 8 апа т. 
Ап апа1осойз езйтайоп шау Бе оЩашей {ог Ве зат 


—_ 


Р<М 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1939 
ВОЬТЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ $СТЕМСЕ$ ОЕ 1/0 85$ 


Серия математическая Земе татетанаице 


П. Е. ДЮБЮК 


0 НОРМАЛИЗАТОРЕ ЭЛЕМЕНТА В КОНЕЧНОЙ ГРУППЕ * 


(Представлено академиком 0. Ю. Шмидтом) 


В статье доказывается ряд теорем о нормализаторе элемента 
в конечной группе и дается приложение этих теорем к выводу новых 
критериев непростоты группы. 


$ 1. Предварительные замечания 


В настоящей работе доказываются некоторые теоремы о нормали- 
заторе элемента в конечной группе и устанавливается ряд новых кри- 
териев непростоты группы. При выводе теорем мы будем пользоваться 
аппаратом теории квазинормализаторов, построенной В. К. Тур- 
киным. 

Приведем некоторые основные положения этой теории, необходимые 
для понимания дальнейшего изложения. 

1. Определение квазинормализатора (1). Пусть А есть 
элемент порядка р" (р— простое число) конечной группы @. Мы назы- 
ваем 1-ым квазинормализатором элемента А и обозначаем через хо 


совокупность элементов Х группы ©, для которых выполняется условие 
ХАХ"=Х" т=1(тоар) (@=<®). 


Совокупность 9% есть группа, являющаяся. [подгруппой группы ©. 
Легко видеть, что если У Е о” то о, есть инвариантная под- 
группа группы $. 

2. Основная теорема("). Пусть А есть элемент порядка р^ 
(р простое число) некоторой группы. Если Е, 10 о 


д 
и Исключение может иметь 


есть подгруппа индекса р группы %Ж 
место лишь в случае р=2, ^=1. 
3. Таблица квазинормализаторов (2). Если дан элемент А 


порядка р” (р— нечетное простое число), принадлежащий некоторой 


* Предварительное сообщение о настоящей работе опубликовано в Докладах 
Академии Наук СССР, т. ХХИ, в. 3 (1939). 


12% П. В. ДЮБЮК 


группе @, то можно построить для него следующую таблицу квазинорма- 


лизаторов: 


*. (№о-1) (&—1) (®) 
9, 9%, п и. У °, ие м о те 
2 3) (71) У. (®—1) 
о и. 
ооо, © з о О ь Г. о т . в. 
р т, о 9 5 ‚ЗЕ р У% др ое а Зы 
9) 
2.;) (®—1—1) ( 
на, а 625 ой Я Ве д . Е д 
А 


1 @) 
5 ле — 2 % ео —2 
в 
а 
Горизонтальными линиями подчеркнуты равные между собой квази- 


нормализаторы. Через \; обозначается наибольшее значение ), при 
котором имеет место равенство 


Х 
В ы-^ и 


АР 


&—1). 


<. 


( 


Для всех возможных значений $ \:11 < \:. 
(&—1) 
А® 

обычные нормализаторы элементов (соответственно) 


1 
Квазинормализаторы в У а а представляют собою 
А 


АА а 


При любых значениях ] и г, при которых символы о и Зы 


имеют смысл, существует отношение 


С, 

Если р=2, то таблица квазинормализаторов (построенная для эле- 
мента А порядка 2) не обладает всеми свойствами таблицы (1). Однако, 
оли существует равенство о ь = 5—2, ТО таблица, построенная 
для случая р=2, не будет отличаться по своим свойствам от таблицы 
(1) (°). 

Помимо основных положений теории квазинормализаторов, нам 
придется, при вывсде критериев непростоты группы, использовать 
следующие две теоремы, доказанные в работе В. К. Туркина и 
П. Е. Дюбюка. «О строении простых групп» (предварительное сообще- 
ние об этой работе опубликовано в 1938 т. (4)). 

Теорема А. Пусть $ — абелева подгруппа порядка р“ некоторой 
группы © порядка р“п (р— нечетное простое число, п не делится на р). 
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Пусть А — элемент подгруппы % порядка р^, причем всякий элемент $, 
сопряженный с А*, равен А””, гдет--1 (тоа р). Если порядок нормали- 
затора элемента ть не делится на р%+", то группа © имеет нор- 
мальный делитель порядка, делящегося на п. 

Теорема В. Пусть % — абелева подгруппа порядка 2” некоторой 
группы @ порядка 28, (п — нечетное). Пусть А — элемент подгруппы % 
порядка 2’, причем всякий элемент группы №, сопряженный со сте- 


К—2 


пенью А, будет снова степенью А. Если элемент А* не сопряжен 
со своим обратным элементом и порядок нормализатора элемента И 
не делится на 2^1“, то группа 6 имеет нормальный делитель порядка, 
кратного п. 

Наряду с некоторыми новыми методами в настоящей работе будут 
применяться (также приемы, использованные уже в только что цити- 
рованной статье. 


$ 2. Теоремы о нормализаторе элемента 


Докажем сначала одно предложение общего характера, которое 
будет заключать в себе как частные случаи и следствие ряд после- 
дующих теорем. Это общее предложение должно быть формулировано 
в терминах теории квазинормализаторов. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть А — элемент порядка р" группы ® (р— нечет- 
ное простое число). Если каждый элемент (Е —1—1)-го квазинормали- 


1—1 ть 22 2 
затора ра ) элемента АР (< А), сопрямеенный с А’, имеет вид А 


где т == 1 (тор), то отношение порядков нормализаторов элементов 
мы 


тт 
° 


и АР’ не делится на р. 

Доказательство. Рассмотрим сначала случай ++ Ави выве- 
дем такую вспомогательную теорему: 

ЛЕММА. Если имеют место условия теоремы 1 и, сверх того, 
1: Е А—&, то отношение порядков квазинормализаторов о Г ны 
сравнимо с единицей по модулю ри. 

Для доказательства леммы рассмотрим прежде всего разложение 
квазинормализатора ое по модулю не 


О ОМ... НОМ, 2) 


АР" гг АР" 


Пусть 
М, АР" М1 — АР", 


где М,- один из вычетов в разложении (2). Если №, какой-нибудь 
другой вычет того же разложения и 
РТ-1 диз 
М, А №, == 4$ , 
то 
и, = из (то4 р^-1). 


2 Известия АН, Серия математическая, № 9 
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Действительно, из и, == и. (то4 р^-?-1) следует, что 


а р в 1 #1 
М№, А? я Ее А@з+ар рае Я ое ыы 


и &—1 : 1. 
МАР 
или 


#1) 


ММ, АРМЕМ, — АР ата, 


что противоречит смыслу разложения (2). 
}; 
Рассмотрим теперь разложение квазинормализатора ЕЯ по мо- 


дулю Е т 
ны ИЕ УМ... М. (3) 


дет 
В работе В. К. Туркина «Квазинормализаторы и мономиальные пред- 
ставления» (*) показано, что вычеты М; этого разложения можно нодо- 
брать так, что все они были перестановочны с АР". Разложение 
группы 902 ДН по модулю ии можно теперь представить в виде 


т с —4—1) и Е ОМ, ... ен ЭМ.) № 


АР" 


@ 1) (®-1) (®—1—1) , 
о ем, ... НОМ. 
Таким образом в качестве смежных систем разложения (4) мы можем 
рассматривать системы 


И-М; А а (5) 


ры ия г 
а в качестве вычетов элементы №); (1=1,2,...,$; ]=1,2,...,0). 
Возьмем произвольный вычет М;М; при условии, однако, что #-Е1, 
и покажем, что элементы 


М.М ММА... ММА (6) 


принадлежат различным смежным системам (5). В самом деле, равен- 
ство вида 
Не 1 
ММА” =РММ; (х<р’ ), 


= 
где Р — элемент группы а ‚ было бы, в силу условия теоремы, 


эквивалентно 
М, № А” = А”"М,№:; т=Е4 (тод р), 
или 
МАМ" = М. А"М,, 
откуда 


р „1 —1 тт 1 
№: АР: — МА Е — 
Таким образом элемент Л, оказывается принадлежащим квазинорма- 


(1) р! х 
лизатору % др: Элемента А и, значит, по определению символа )}., 
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также квазинормализатору ее Это, однако, противоречит смыслу 
разложения (3). 

Докажем теперь (это наиболее существенный момент вывода), что 
каждый из элементов (6) принадлежит смежной системе разложения (4), 
имеющей вид 


(Е—1—1) хх 
ОМ, М, (7) 


где !) принимает какие-то значения, принадлежащие ряду 2, 3, но, 
но М, — определенный ранее выбранный вычет. 

Для доказательства этого утверждения воспользуемся инвариант- 
ностью одного выражения, с которым часто приходится встречаться 
в теории мономиальных представлений групп. Сделаем сначала одно 
замечание, не связанное непременно с конкретной системой элемен- 
тов (6). 

Возьмем произвольный вычет разложения (4) №; и умножим ‘его 
(справа) на А. В результате получим некоторый элемент группы на 
который можно представить в виде 


ММА = МММ, (8) 


где ЛМ— некоторый элемент квазинормализатора о Замечаем, 
что если элемент №;\; заменить каким-либо другим, принадлежащим 
к той же смежной системе, то этому другому элементу будет соответ- 
ствовать (в смысле равенства (8)) некоторый новый элемент №, вообще 
говоря, отличный от М. 

Рассмотрим теперь совокупность смежных систем разложения (4): 


Зе МЫ, а ММ ны ОМ (9) 


АР" 


циклически переходящих одна в другую при умножении (справа) на А, 
так что 


У, ЭМ, №, А = ее УМ, М 
че ЭМ, №; А = ое М, М, 


ОМ, м: а ОМ, М 
Пусть теперь 
ММ, А=М М, М, , 
ры ‚м, 


. 


м, № А ММ, м, 


м т р (1-1) Я 
где все №, „№,,..., № — элементы группы ки . При известных усло 


виях произведение 


М.М, ... № (10) 
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будет инвариантно по отношению к выбору вычетов в смежных сиоте- 
мах (9). В самом деле, будем теперь рассматривать в качестве выче- 
тов систем (9) элементы 


Р.М; М; РММ нь Ва ОА (11) 


91? 


где Р,,Р.,..., В — произвольно выбранные элементы группы в о: 


Умножим все элементы совокупности (11) (справа) на А: 
РММ. А = Р.М. ММ, = Р.М, Рь "Р.М, М, 
а Р.М,М; ЕР. Д.Р. Р.М, У 


РМ, -м т Е, м Мм Р.М, р: М М, 


Роль элементов ММ. ...,Ма играют теперь элементы 


= 


Р.М,Рь", Р.М. Рз ", Рае. 


Произведение этих элементов равно 
Е п. 


Итак, если вычисленное ранее произведение (10) принадлежит 
к центру группы а. то оно будет инвариантно по отношению 
к выбору системы вычетов в смежных системах (9). 

Применим изложенные общие замечания к доказательству того 
положения, что каждый из элементов (6) принадлежит смежной системе 
вида (7). Системы 


(1—1) а , —=— 
ны М.М я МЫ, ЗИ Ш \ 
ен И м у | (12) 


циклически переходят одна в другую при умножении (справа) на А 
Я. 
так как 


Е—1-—1 й рае —$ = й 
У А п > 
АР 
Е—4— 1, ь Е Е 
== у 1 1 ДР и, АЛ. о М.М. 


г. 


Вычислим произведение вида (10) для совокупности систем (12) 
При этом за вычеты будем сначала считать элементы 


М,М№М:, ММА, М.М А, М.М: АРНА-, 


Умножаем эти элементы (справа) на А и определяем для данного слу- 
чая произведение вида (10). Так как при умножении (справа) на А 
все вычеты (за исключением последнего) переходят один в другой без 
умножения (слева) на дополнительный фактор, то все №, т исклю- 
чением последнего, № :+:) равны для данного случая единице. Произве- 
дение вида (10) сводится в нашем случае к одному элементу № 


РЕ 
который легко определяется. о, . 


И 


МАММА А МА НМ АД. 
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ЕТ. 
Итак, интересующее нас о равно АР”, Оно, очевидно, 
* . Е ы —1—1 
принадлежит к центру группы У р >, так как квазинормализатор 


Е элемента АР". На 
основании изложенного ранее произведение это обладает свойством 
инвариантности по отношению к выбору вычетов в смежных системах 
(12). 

Предположим теперь, что какой-нибудь из элементов (6), например 
элемент М№,М№; А", принадлежит системе а -Э№ М, разложения (4), 


(®-1-1) 
в есть подгруппа нормализатора 9“ 


причем $, так что ЛОМА —=РМ.М№,, где Р— некоторый олемент 
== ‹ р 
группы ты ›. Смежные системы (12) ‘можно тогда представить 


(сохраняя а порядок следования их) в виде 
в л 1-1 ИЕ ый 1-1 
- р ом. | 7 Ре ле р ММА? о а 
1 > А Е—1—1 
а По 


др” 


за, о (13) 


Составим теперь произведение вида (10) для совокупности систем (12), 
переписанных в виде (13). При этом за вычеты будем принимать эле- 
менты 

т д Г ОР . о В 
М.М, А? ‚М.МыА ЛИ | 
При умножении этих вычетов (справа) на А все они (за исключением 
НН 
одного М. А” ) будут циклически переходить друг в друга без 
умножения (слева) на дополнительный фактор. Иначе говоря, все 
элементы №„ (за исключением одного, — на этот раз /\:) равны еди- 
нице. Что касается элемента Л, то он легко иг так как 
ь 11 1-1 — $- х 
М, Мы А? АА М. 2" Е 
Итак, произведение вида (10) при новом вычислении оказывается 
1. Ее 
равным А” “*. В силу установленного выше свойства инвариантности 


этого произведения имеем 
ом, $1 


или д “би 4 1, откуда и, — и, =0 (под р*-#-—1), т.е. ии, (то р*-1-1) 
вопреки тому, что было установлено раньше. 

Мы приходим таким образом к выводу, что все р'!* элементов вида 
(6) принадлежат различным смежным системам вида (7). Если системы 


В—4— Ве в Е и: } 
одре й Им. м; и ЭМ, МА, а я У, №: А" (14) 


исчерпывают все смежные системы вида (7), то отсюда будет следовать, 
=1- р! и лемму можно будет считать дока- 


что 2—4 =р! или о= 
занной. 
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Если среди систем (7) найдется хоть одна, не принадлежащая к сово- 
в—4—1 ‚ 
купности систем (14), например система У №, М№., то мы рассмо- 
трим новую совокупность систем: 


1 


(&—1—1) ‚ со : фо ‚РЕН 
я ММ, бя ММА... ММА (15) 


Так же, как раньше, мы докажем: 1) что все эти системы различны, 
2) что все они принадлежат к совокупности систем вида (7). Далее 
отметим, что ни одна из систем (15) не может совпадать ни с одной 
из систем (14), так как из равенства вида 


Р’М№, №; АВ: = Р"М, М. А, 


4—1 
где Р’, Р" — элементы группы ое ), вытекало бы, что элемент 


р"-*р’М№, №, А-В =М, № 


принадлежит одной из смежных систем (14), что противоречит способу 
его выбора. Продолжая тот же процесс далее, вплоть до исчерпания 
всех систем вида (7), мы придем в конце концов к выводу, что число 
таких систем © — 1 ==0 (то4 р!+!). Итак, о==1 (шо4 р!+!), и лемма дока- 
зана. 

Докажем теперь теорему 1 для случая Е А— 1. 

Заметим для этого, что по основному свойству квазинормализато- 


ров отношение порядков групп ЗА ны и Ур: равно отношению по- 
Е (&—1—1) 

рядков группы Хр" и Ат . Это последнее отношение сравнимо, 

следовательно, с единицей по модулю р. С другой стороны, норма- 


лизатор Зе 1 элемента А? есть подгруппа индекса р группы зе ато 


Итак, в случае \; = А—1 отношение порядков нормализаторов эле- 
Гая. 0 2 

ментов А и А’ делится на р и не делится на р*. Нетрудно показать 

далее, что в случае =Ар—1 это отношение не делится даже на р. 


В самом деле, рассмотрим при это продполомения разложение норма- 
1 
лизатора у а по модулю а 


к @®—9 Ом. А - 
Зе. ле нА М -- Ото ни М; . (16) 
Возьмем совокупность смежных систем разложения (16): 
в вл Или ло 
МЕ, Ма, Е АВ ЕЫ (17) 


где М, — произвольный вычет разложения (16), не равный единице. 
Все эти системы различны, так как из равенства вида 


Р.М А" = Р.М" А“, 


где Р, и Р,— элементы группы %“®-Р следует 


АР? ? 


О 


По свойству группы т РЕ“РЕ АА де тей Чар) 
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Из равенства 
Е 
вытекает 


и р и—1 то? 
А, 


что противоречит смыслу разложения (16). 
Если среди смежных систем разложения (16) найдется система 
1 Й 
№ ‚ (3-Е 1), не принадлежащая к совокупности систем (17), то мы 
можем построить новую совокупность систем: 
(Е—®) И. и (Е) и р 1 
о 5) 96. Я а, УЕ из А ; 
Легко видеть, что ни одна из вновь построенных систем не совпадает 
ни с одной из систем (17). Кроме того, все эти системы различны. 
Продолжая тот же процесс далее, до исчерпания всех систем разложе- 
ния (16), приходим в конце концов к выводу, что индекс разложения 
®—1—1 в ь 5 
группы о по модулю м сравним с единицей по модулю рт". 
Теорема 1 доказана полностью. Выведем некоторые следствия из 
этой теоремы. 


4—1) * 
Замечая, прежде всего, что квазинормализатор ое ), о котором 


1 
идет речь в условии теоремы, есть подгруппа нормализатора и 


ре Е 
элемента А” ,‚ приходим к такой формулировке: 
ТЕОРЕМА 2. Пусть А — элемент порядка р! группы ® (р— нечет- 
ное простое число). Если каэкдый элемент нормализатора элемента 
1. Ро 72 7 
АР" (1< №), сопряженный с А’, имеет вёд А"", где т==1 (то р), 


е+1 И 
то отношение порядков нормализаторов элементов АР и А? не делится 
Ра р”. 


5—1 


С другой стороны, квазино рмализатор 3) о есть подгруппа нор- 


ый 
мализатора циклической группы а? р что приводит нас также к сле- 


дующему результату: 
ТЕОРЕМА 3. Пусть А — элемент порядка р! группы © (р-— нечет- 
ное простое число). Если каждый элемент нормализатора циклической 


р х 2 еее 
группы {АР }, сопряженный с А“, имеет вид А”",'где т =Е1 (то4 р), 
рт р 
то отношение порядков нормализаторов элементов А и А’ не делится 


на р”. 
Следует отметить, что теорема 3 могла бы быть доказана непосред- 
ственно и притом более просто, чем теорема 1. Дело в том, что квази- 


т (7.;) < > 
нормализатор У является подгруппой нормализатора циклической 


р 2 
группы ДР: о по условию теоремы 3 каждый элемент 


0 у ы РА 472 
квазинормализатора а то сопряженный С ‚› должен иметь вид 2 + 
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где т==1 (то4 р). Поэтому, вместо разложения вида (4%), которое мы 


рассматривали при выводе теоремы 1, можно было бы для доказатель- 


ства леммы использовать разложение квазинормализатора 02 две по 


й. (7.2) 
модулю Зы : 


Далее отметим такое следствие теоремы 1: 
ТЕОРЕМА 4. Пусть А — элемент порядка рЁ группы © (р— нечет- 
ное о чясло). Если каждый элемент (Е —1— 1)-го квазинормализа- 


@ 53) 


р? >. 74 А, т: 
тора =. элемента АР, сопрямеенный с А’, имеет вид А”, где 


. =4 (шо р), то отношение порядков нормализаторов элементов де 
и А не делится на р? 
К теореме 4 мы приходим, применяя последовательно надлежащее 
число раз теорему 1. Следствиями теоремы 4 являются такие результаты: 
ТЕОРЕМА 5. Пусть А — элемент порядка рЁ группы ® (р-— нечет- 


=. р +1 
ное простое число }. Если каждый элемент нормализатора элемента А 


. т; ЕЯ 
сопряженный с А’, имеет вид А”, где т==1(то4р), то отношение 


порядков нормализаторов элементов А и А не делится на ри. 
ТЕОРЕМА 6. Пусть А — элемент порядка р" группы ® (р— нечет- 
ное простое число). Еслаь каждый элемент нормализатора циклической 


р : Е 
группы { АР р сопряженный с А", имеет вид А”“, где т==1 (то4 р), 


то отношение порядков нормализаторов элементов д и А не делится 
на +. 

Разумеется, теоремы 5 и 6 могут рассматриваться также как след- 
ствия теорем 2 и 3. К наиболее важному частному случаю ‚теорем 4, 
5 и б мы прадем, положив в условиях этих теорем :=А—2. Именно, 
этот частный случай будет использован в дальнейшем при выводе кри- 
териев непростоты группы. 


: 
Заметим, наконец, что если нормализатор элемента Л? совпадает 
‚ нормализатором элемента А, то можно несколько усилить теорему 2, 
доказав следующее предложение: 
ТЕОРЕМА 7. Пусть А — элемент порядка рк (р — нечетное простое 


=” 7 р 
число) некоторой группы ©. Если нормализатор элемента А?’ совпадает 
с нормализатором элемента А и каждый элемент этого пормализатора 
уз 


- 2 т; 
сопряженный с А, имеет вид А”, где т-=1 (то4 р), то отношение 


а : 
порядков нормализаторов элементов А? и АР сравнимо с единицей 
по модулю ре. 


Доказательство. Из равенства = че следует т о 


р Е 
(К) =. (®—1) +1 ре 
=”, но так как Ут а и О, >, то хе. т 
А в 
= "3. Значит (по основному свойству квазинормализаторов) 
(1) (2) (ЕЕ) 
УЕ УЕ -т= ... = ве , 
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т.е. 
Жа=АфЬ-А. 
Докажем теперь, что \.=А— 1. Рассмотрим для этого разложение 
какого-нибудь квазинормализатора У элемента А” по модулю 


и 
уе 
1 —* 9 И. & 
а — У о (18) 


АР др АР 


Применяя метод, уже использованный при доказательстве теоремы 1 


(случай \=А— 1), нетрудно показать, что с 1 (то4 р). В самом деле, 
достаточно заметить, что системы 
М, т в—$1 т 
МА... ОМАР, 


(где /У, обозначает произвольный вычет разложения (13), не равный 
единице) все различны и каждая из них представляет собою смежную 
систему в разложении (18). Таким образом все смежные системы раз- 
ложения можно сгруппировать в совокупности, каждая из которых 
содержит р’ систем. 

Итак, г =1 (то4 р*) и, значит, с не делится на р. Отсюда, опять- 
таки по основному свойству квазинормализаторов, 


(1). де В—1 
% н... 5, 


АР" О р 


7; = А — $. 
Но теперь остается только повторить доказательство теоремы 1 
(для случая ), =А— 1), чтобы прийти к выводу, что отношение порядко 


1 в Н3 
групп ея. и и сравнимо с единицей по модулю р 


$ 3. Группы четного порядка 


Доказательства приведенных в $ 2 теорем существенным образом 
основывались на свойствах таблицы квазинормализаторов (1). Поэтому 
в случае, когда порядок элемента А есть степень 2, теоремы эти будут, 
вообще говоря, неприменимы. Однако, если ввести дополнительное 


условие $“, _ = ан ›, то, как уже отмечалось в $ 1, все свойства 
таблицы квазинормализаторов остаются в силе и все теоремы предыду- 
щего параграфа будут справедливы и для случая р=2 

Заметим кстати, что условие 9 эк—2 = уе о › сводится к требованию, 


к—2 
чтобы элемент 4-го порядка А” не был сопряжен со своим обратным 


элементом. 
Приведем теперь видоизменение теоремы 1 для случая В= 2. 


ТЕОРЕМА 8. Дусть А — элемент порядка я. о 5. Если каждый 


В—4—1 ен 
элемент (Е —1— 1)-го квазинормализатора Яя ) элемента А" (< К). 
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сопряокенный со степенью А, есть снова степень А и элемент  Ь 
не сопряжен со своим обратным элементом, то отношение порядков 
нормализаторов элементо® А?" и АЙ не делится на 4. 

Совершенно аналогичным образом видоизменяются для случая р=2 
и теоремы 2—7. Отметим только 060бо видоизменения одного частного 
случая теоремы 4 (т=А—2) для р=2. 

ТЕОРЕМА 9. Пусть А — элемент порядка 2” группы ©. Если каждый 
элемент нормализатора элемента А?" сопряженный со степенью А, 
есть снова степень А и элемент А? не сопряжен со своим обратным 


В 
элементом, то отношение порядков нормализаторов элементов А?” и А 
®—1 
не делится на 2”. 
в—1 ® 
В формулировке теоремы речь идет о неделимости на 2” (анена2’), 
так как по условию теоремы 9 отношение между порядками нормализа- 
- в? 
торов элементов 4?“ и А?” ? — нечетно. 


$ 4. Критерии непростоты группы 


Приведем следующую теорему о непростоте группы: 
ТЕОРЕМА 10. Пусть А — элемент порядка р! группы @ (р-— нечет- 
рЁ—1 
) 
сопряженный с А’, имеет вид А", где т == 1 (то р). Если нормализа- 
тор элемента А— абелева группа, то группа © имеет нормальный 
делитель. Порядок этого нормального делителя кратен п, если через рп 
обозначен порядок группы @® (п не делится на р). 


Доказательство вытекает из предыдущего. Именно, из теоремы 5 


ное простое число }. Пусть каждый элемент нормализатора элемента А 


следует, что порядок нормализатора элемента АР"—" не делится на р®+® 
(если через р% обозначена наивысшая степень р, на которую делится 
порядок нормализатора элемента А). Остается только применить цити- 
рованную в $ 1 теорему А, приняв в данном случае за группу % р-под- 
группу Силова нормализатора элемента А. 


я р®-—1 
Заметим, что в формулировке теоремы 10 нормализатор элемента А 
®—2 
можно было бы заменить нормализатором циклической группы .{ 2 } 
®—2 
или квазинормализатором ко элемента А? . Разумеется, тогда 


для доказательства пришлось бы сослаться на 6-ю или 4-ю теорему $ 2. 
С другой стороны, требование коммутативности нормализатора эле- 
мента А в условии теоремы 10 можно заменить более слабым требова- 
нием коммутативности силовской р-подгруппы нормализатора эле- 
мента А. 
Из теоремы 10 вытекает как частный случай такое предложение: 
ТЕОРЕМА 11. Пусть А — элемент порядка р® группы @® порядка рп 
(р— простое нечетное число, п— взаимно простое с р(р—1)). Пусть 


+ в—1 
каждый элемент нормализатора элемента АР, сопряженный со сте- 
пенью А, есть снова степень А. Если нормализатор элемента А— абе- 
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* 


лева группа, то группа © имеет нормальный делитель порядка, деля- 
щегося на п. 

Наконец, для случая р=2, комбинируя теорему 9 ($3) и теорему В 
($ 1), можно получить следующий результат: 


- ТЕОРЕМА 12. Пусть А — элемент порядка 2 группы @ порядка 2% 


-(п — нечетное). Пусть каждый элемент нормализатора элемента А?-®, 
сопряженный со степенью А, есть снова степень А, и элемент А? 
не сопряжен со своим обратным элементом. Если нормализатор эле- 
мента А — абелева группа, то группа ® имеет нормальный делитель 
порядка, кратного п. 

И здесь, как и в теореме 40, требование коммутативности нормали- 
затора элемента А можно заменить более слабым требованием комму- 
тативности той силовской подгруппы этого нормализатора, порядок 
которой есть степень 2. 


Разумеется, для случая К =1 в условии теоремы 12 нормализатор 
=) 


к 1 | 
элемента А? надо заменить нормализатором элемента А?’ `. Требо- 


вание о несопряженности элемента АР" ® со своим обратным элементом 
в этом случае (А =1) должно быть просто снято, так как это вытекает 
из способа доказательства теоремы А и замечаний по поводу доказа- 
тельства теоремы, приведенных в упоминавшейся работе В. К. Туркина(*). 
В случае А=1 таблица квазинормализаторов вообще не играет роли 
в доказательстве теоремы А и не приходится’ делать различия между 
случаями четного и нечетного р. 

Применяя теорему 10 к специальному случаю Ё=1 и учитывая 
замечания, только что сделанные по поводу теоремы 12, приходим 
к такому результату: 

ТЕОРЕМА 13. Пусть А — элемент порядка р группы © (р— простое 
число). Если силовская р-подгруппа нормализатора элемента А — абелева 
и ни один элемент ее не сопряжен с А, то группа @ имеет нормаль- 
ный делитель. Порядок этого нормального делителя кратен п, если 
через р8п обозначен порядок группы @ (п не делится на р). 

Для доказательства теоремы 13 достаточно отметить, что при нечет- 
ном р она представляет собой частный случай теоремы 10. В самом 
деле, если элемент А не сопряжен ни с одним элементом некоторой 
силовской р-подгруппы своего нормализатора, то он не может быть 
сопряжен вообще ни с одним элементом своего нормализатора (так как 
элемент А входит в любую силовскую р-подгруппу своего нормализа- 
тора, и предположение о сопряженности элемента с каким-либо эле- 
ментом любой такой подгруппы приводит сейчас же к противоречию). 
Таким образом все предпосылки теоремы 10 выполняются. 

Справедливость теоремы для р=2 вытекает из теоремы 12 и тех 
замечаний, которые были сделаны по поводу этой теоремы. 

Теорема 13 является обобщением (поскольку речь идет о существо- 
вании нормального делителя, а не о порядке его) известного предло- 
жения Бернсайда (5): «Если группа @ порядка 8 имеет подгруппу 
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Силова порядка р”, входящую в центр своего пормализатора, то групиа © 
имеет нормальный делитель порядка 5: у. 

Для того чтобы от теоремы 13 перейти к приведенной теореме Бери- 
сайда, достаточно принять за элемент А подходящий (т. е. порядка р) 
элемент; принадлежащий центру подгруппы Силова $ группы ©. 
Действительно, из предпосылок теоремы Бернсайда вытекает, что оле- 
мент А не сопряжен ни с одним из элементав группы \. 

Нетрудно видеть, что теорема 13 обобщает также следующую теорему, 
доказанную В. К. Туркиным в работе «Е ш пецез Кецегция Чег Е т- 
{аеВЪец етшег еп ПеБев Старре» (®): 

Пусть @-— группа порядка рёп (р — простое число, п не делится на р). 
Пусть подгруппа Силова $ порядка рё — абелева. Если групиа $ содер- 
жит элемент, принадлежащий центру нормализатора группы %\, то 
группа @ имеет нормальный делитель порядка, делящегося на п. 

В самом деле, достаточно заметить, что если группа % водержит 
какой-то элемент, принадлежащий центру нормализатора этой группы, 
то в группе % найдется также элемент порядка р, тоже принадлежа- 
щий центру нормализатора группы %. 

Заметим в заключение, что теорема 13 может быть также получена 
как непосредственное следствие теорем А и В. 
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Р. РСВОФОЕ. ОВ ЪЕ ХОВМАЬЗАТЕОВ Э`0Х ВЫВМЕХТ БАМ 
ОХ @ВООРЕ т * 
ВЕЗОМВ 

Ге Бай Чиа ргбзепр агИсе езё Че Ч6топ(тег сематаз А богАмез за 16 
погтаза (ег 4’ @6тепь Чапз ип .стопре Мот. Оп емрое 1а м6 ое 
её 1ез побаМопз 4е Па Ибоме 4ез даазтогтаИзаещез сопз(таце раг 
\\У. Тигка (1), ат аае Чез тб одез почуеПев. 

Гез ИПбоготез орепиз з’аррИЧаейь епзаНе рог обет алеацез 
поцуеацх стибгез рог 1ез огопрез Гиз пой знар1ез. Те И богоше Гоп- 


* Опе соттиииса оп ребИпутае Чез гбза Ца Че се агисе а 66 раЪИ ве Чапз 
1ез С. В. 4е РАсаа. 4ез Зселсез ае РОВЗ5, 4 ХХИ, 1%. 3 (1939). 
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Чателйз1 дор оп Чёдий епзиие р]ияейтв тео 218 е86 18 ргорозИ1оп 
зитуате: 

ТНЕОРЁМЕ 1. 501 А ип ИтепА Ф’отате р Ф’ип ртошре @ (р ев 
ип потЬте ргетет атрийг). 51 свацие Иетепр ‘ди (Е —1—1)-ете диаят- 


т 


(4-1 я) С В | 
погта/1зодеит ‚ар ’ де Гаетепа А’ сопририё @ А’‘ез 4е 1а |огте 


А", ой т-=А (то4 р), а1ог8 1е таррогё 4ез оггев 4ез погтазодеигв дез 
Фететя А?" 61 АР п’е8 раз филяйе раг р”. 

Те зутро]е 4 вега етр]юуё Чапз’1е шёте зепз’ дие Чаи Гагисе 4е 
У. Тик «Опаяшпогта И 8а1еитв еЁ теруёзелаопз топот 1ез» (2). №05 
соп1ёгоп8 Ч’аБогА ]е са Ц. Озив се сав в Абтопяйтамой Ап 
Фёогете езф Разёе ви ]а ргорозлой зах Шале виуатие: 

ГЕММЕ. Папз 18 сопаилопя. Чи Фйботёте 1 вр вр Гол Шеитя НЕЕ, 


(е гаррогё 4ез ог4тез 4ез диапогтазайеигя ЗИ Ее её ХЗ и 651 сопрти 


а ип раг таррогё аи тодийе реет. 
Ропг ЧётотАтег 16 ]еште оп сопяёте ]в ЧёсотрозИлой Чи ргопре 


$”. 4, вуавь 1е тоблие од 


АРТ 
04) бр $ 0%, м ‚ 94. м. 
Е дрен ; а 9 р Уи 2 И: я в. 


Ветагаиотз дие 1ез тёя из 4е соМе ЧёсотровИлой №,...’, У, рецуепи 


к НИ: г . } ры 
&те сБо181з 4е Пе шап те ди’Ив зо1епф 1008 региийа]ез ауес АГ 


Оп сопзёеге епзийе 1а Чбсотроз/лоп Чи ртопре р втуаиЬ ]е 
#11 
тшоди]е $ о ); 


( (Е-1—1 (Е (Юл 
О т ЭД М, -... + М, 


АР АР" 


и .,* (7) . 
А1огз 18 ёсотрозИлоп Чиа отопре 5“””., яиуаий 1е шодше 


АР 
ЗИ аига ]а Тогие 
(74) (#—1—1) 6 ((—1-1) т У Г г 
и + Жи М я М 
((—1—1 р —1) (Е—1-П ат ду, 
ры РЭ №. с м.) №: 
О (9-1) 7 (4—1 
+ (9 я + 90 №... 9 р т, м. (1) 


Сопз1А6гопз ип тёа4и диеюсопдие де сейме абсотрозИлоп №„У: еп 
зиррозап® фоше!018 дие 1-1 еЁр сопз&етопв Гепзет Бе эиуап6 4ез 
&] 6 теп1з 

ВЕ, ЗАМ, ММА (2) 

№ из Чё топфтопв 1) дие физ 1]ез @6тегйв 4е (2) аррагйеппеть аих 
вузтез Ч4И6гетАз Че 1а ЧёсотрозИлот (1), 2) дие свадие @етень де 
(2) аррагиепь а ип вузше 4е а ЧёсотрозИлоп (1) зуапь 1а {огше 


#11 ОР . : 
я › №„№;, ой ] ргепа сега1тез уа1еигз аррамепап! & 1азиие 2, 3, ...,в 
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еф М, езё ип 616теп® а6бегиуи6 ргвёовдеттеть сВо181. Га абтопзга опт 
4е 1а зесопде Ае сез аЙттайотз езф аззе? сопрПаиее; еПе езф Базбе заг 
Гшуагапсе, раг гаррог6 ам сво1х Ча зузбёте 4ез гёз14лз, 4’апе сегбатте 
ехргезз1оп Ффиае 1’оп сопз1Чёге зопуею Фапз 1а {№6оме 4ез гергёзетфаЛопз. 
тпопоп1а]ез Чез отопрез. Да рошф 4е уше 4е 1а шёфо4е, с’езё се фи 
езё 1е раз еззепие] Аапз 1а Ч6топзгайоп. Еп %епапф сотр\е 4ез рго- 
розИЛопз 6аЪез, оп Аабтоп\ге Гасетлеп дие о — 1 ==0 (то4 р 1) се дат 
ргоауе дае 1е ]етте езё угал. 

Ропг Абтопутег 1е {№6огёше дапз 1е саз ой Е АЕ! заНШ шаш- 


\епапф 4е гетагаиег чае 1е гаррогф 4ез ог4гез 4ез сгопрез нь е{ 


А 
Чие 4’аите рагб 1е погтазацейг СЫ 4е 1’616тепф А?’ езф ип з0из- 


У ез6 бра] аи гаррогф 4ез ог4гез 4ез &тоарез ее еф а её 


Е (&—1—1) 
отопре 4’1пд1се р Чи вгопре > о. 

ПРапз 1е саз ой \; =А=у 1е \Ъ6богёше реш &те Аабтот\т6 аа шоует 
4е гатзоппетет{з {гёз зиар]ез. 


Сошше сопзваиепсе иипшед1а{е Чи Увогёте 1 опа 1ез гёзаа{® 
зи1уап 63: 


ТНЕОВЁМЕ 2. 50й А: ип @етета 4’огаге р 4’ип стоире ©® (р вап 
ип потфте ргетлег трат). 51 спадие @втепр 4и погтайзалеиг ае Р@Е- 
тепё АР" соправие 4 А’ ез1 4е Фа ртте А", ой т==4 (то@ р), а10т8 
1е таррогё 4ез огагез 4ез погтайзазеит$ 4ез @втеп1$ АР" её АР" п’е5а 
раз апляЩе раг р. 

ТНЕОВЁМЕ 3. 560й А ип Явтепт а’огате р^ аи стоире © (р ват 
ип потфте ртепиег зтралг). 51 спадие @етеп аи поттайзаеиг 4и стоире 
сусдие{ А? } сопривиё 4 А’ езё ае 1а ]огте А"", ой т==1 (шоар), 
а1ог$ [е таррог 4ез отатгез аез погттайзалеитз аез в етеплз АРТ" её АР" 
п’ез1 раз апляе раг р?. 

Г’аррИсаПоп зассеззтуе 4ез \6огёшез 1, 2 её 3 соп4аа\ аих ргоро- 
зи1опз зуащез: 


ТНЕОВЁМЕ 4. бой А ип @втеть а’отаге р® 4’ип втоире @® (р вап 
ип потбте ртетаег тра). 55 спадие @етет аш (К —г— 1) 46ете диая- 
погтаИзадеиг о 4’ип @ тет А? сопривив @ А’ езё ае 1а |отте 
А"",.0й т=Е1 (то р), а10г$ [е гаррогё 4ез от4тез 4ез погтазадеитз 4ез 
@етепаз А’ её А п’еза раз айляе раг р'+?. 

ТНЕОВЁМЕ 5. 50 А ип @ётепа 4’отаге р а’ип стоире @® (р @атм 
ип потбте епиег 1трат). 5% спадие @втепф аи поттайзалеиг 4е Г@в- 
тепё АР сопливиё а А’ езё ае 1а рютте А"", ой т=1 (тоЧр), а1ог$ 
[е гаррогё 4ез огтез 4ез погтайзацеитз 4ез тет АРТ" её А п’е раз 
аля Ме раг рт?. 

ТНЕОВЁМЕ 6. 50й А ип @6тепа а’отате р @’ип втоире @ (р Чет 
ип потбте епиег 1тралг). 51 стадие @ тепла 4и погтаЙзиеиг 4и втоире 
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суеПЧие {А} сопривиё @ А’ езё ае 1а |югте А”, ой т-=1 (шоа р), 
@отз [е таррогё 4ез огагез 4ез поттазалеитх 4ез @ётеп4з АР её А 
п’езф раз апаяЩе раг ре. | 
Оп 464а\ епзаце пе ргороз\оп Че сагасфёге раз зрёе1а1: 
ТНЕОВЁМЕ 7. бой А ип @втепё 4’огаге р® (р @апЕ ип потдте 
ргепиег ипралг) 4’ип сета стоире @. 51 1е погтайзалеиг ае Г@етепл 


ел р 
АР (=) солтел4е аъес 1е поттайзаеиг ае Г@етепу А её спадие @втеп: 


4е се погтайзаеит сопригив а А* езф ае 1а ртте А"", ой т = 1 (тод р), 


а]отз (е таррогё 4ез отатез 4ез поттайзафеитз аез @ теплая АР" её А 
е5ф сопети а ип раг тарротё ай тоаще ре. 

Гез Ш богётез 1—7 забз1зепб 4апз 1е саз ой р=2, 31 Гоп а]още 1а 
сопа оп зарр!6тепфа1лге зи1уатце: 1’6]6тепё Ча даайчёте огаге А?^-? 
пе 40% раз 6 те соп]аса6 А зоп 616тепь 1шуегзе (3).. Аз 1е +Ъ6огёте 
1 езь шо@й6 4е 1а таплёге зиуаще: 

ТНЕОВЁМЕ 8. 50й А ип @етет @’огате 2 Фип стоире ®. 5 


срадие @етепу ав (Е —+—1)-46те диазтоттайзалеиг ео ае Рае- 


1 . 2 ` . . 
тет А* сопривие а ипе рилззапсе 4е А езф епсоте ипе рилззапсе ае А 


её 55 ГРЫвтепь А? 


п’е5ё раз сопригие а оп @6тепф зтоегзе, а1от$ 1е 
гаррогё 4ез огагез 4ез поттазацеитз 4ез теплу А? её А" п’езё раз 
апляе раг 4. 

О’ипе тап1ёге апа]осае ]ез Фбогётез 2—7 з0пё апзз1 поа116з ропг 
1е саз р=2. Еп рагисаЙег, 1е \В6еогёте 4 роиг 1=А—2 её р=2 ргепа 
Ла Гогте: 

ТНЕОВЁМЕ 9. 504 А ип @етепф Ф’огаге 2^ аш втошре @. 91 спадие 


71 . 7х _—2 
&етепь аи погтайзалеиг ае Р@втепё А» 


сопририё а ипе рилдззапсе @е 
А ез епсоте ипе рибззапсе 4е А, её 5 Г@етепа А?" п’езф раз сопривив 
& 501 @втепф зтоегзе, а1от$ [е гаррогё аез огагез 4ез поттаЙзаеит; 4е$ 
@ететз АР" её А п’е5 раз апляйе раг 2^". 

Еп аррИиапё ]е {6огёше 5 оп реаё Ч64ае 1е сгиёге зи1уапф ропг 
]ез эгопрез поп з1тр[ез: 

ТНЕОВЁМЕ 10. 50 А ип @етепё 4’отате р" а’ип этоире ® (р ват 
ип потфте ртепиег 1тралг). биррозопз дие спацие @6теп аи поттайза- 
1еиг 4е Ретет А?" соплизив а А’ езё ае Фа ртте А” ой 
т = 1 (то4 р). 51 1е поттаЙзиеит ае Г@втет А е54 ип втоире афейеп, 
1е ртоире @ роззвае ип атолзеит погтёй. [’отаге 4 се @илзешт погта] ез1 
ип тире ае п, $ Гоп авяете раг р8п Готате 4и втоире © (п езё рте- 
тлег @аоес р). 

Сошше саз ратисяег Чи 4Т6огёюе 10 оп а 1а ргорозИлоп эзиуаще: 

ТНБОВЁМЕ 11. 50 А ип в етет 4’огаге р* а’ип етоире ® а’отаге 
р8п (р @ат ип потфте ртетлег зтраг её п ртгетлег аъес р(р—1)). бир- 


—- 4 ’ —1 # Г 
розопз дие спацие @6тепа аи поттаЙйзиеиг 4е РАвтеть А? сопривиё 
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а ипе рилззапсе 4е А е5ё епсоге ипе рилззапсе 4е А. У [е погтапзаеиг 
ае Г@втепь А е5ё ип отоире абейеп, а1от$ 16 стоире © розхб4е ип Физ- 
зеит погта! аотё Готаге её ип тши ре 4е п. 

Роцг 1е саз ой р=2 оп а 1е гбзаЦав зиауай(: 

ТНЕОВЁМЕ 12. 50й А ип 66тет 4’огаге 2" 4’ип втоире @® а`огаге 
28п (п @ат атрат). биррозоп$ дие спадие @втет 4и поттазайеиг 4е 
Равтепё А** сопривив а ипе рихзапсе 4е А е5ё епсоге ипе рилззатсе 


=” 


ае А её дие Ге втет А п’ея раз соп]исив а зов @втепё тоегхе. 
5: 1е погтаИзаеиг 4е Г@етет А е3ё ип втоире афейеп, (е отоире @ 
роззее ип айл5еит потта 4опё Готаге её ип тие 4е п. 

Азтзт дие Чапз 1ез соп@Илопз Чи {Швогёте 10, аа Пеи 4’бхвег де 1е 
погта Пзацеиг 4е 1’616тепь А 301 сотпмщай!, оп реш Гаше мапе пуро- 
\Ъ6зе тотаз гезычемуе, & зауот дае\1е зоизогопре 4е 5у1оЁ 4е се погтма- 
|1за(еиг 4006 ’огАге езё ипе ритззапсе 4е 2 зо сотимиа!. 

Сошше сопзваиепсе пота6@1а(е 4ез \богбтез 11 её 12 ой а 1е №60- 
гёте за1уап(:; 

ТНЕОВЁМЕ 13. 50 А ип @6тет 4’огаге р 4’ип втоире @ (р вап 
ип ргетлег итраг). 9 1е р- 50и$етоире 4е 5уо}] 4и погтайзалеиг ае 
ГЕвтепь А её ип этоире афейеп её 51 аисип ае 3е$ 6 втепл$ п’езё соп- 
Тириё а А, [е втоире © роззеае ип 4пл5еиг погта|[. Гогаге 4е се 4им- 
5еит потта| е ип тшире 4еп, я Гоп а6яете раг рп Гогтате аи 
отоире @ (п п’езё раз 4пляЩе раг р). 

Ге {Пбогёше 13, еп се фиат сопсегпе |’ехлз(епсе 4’ип А1тулзеаг поггаа| 
её поп раз зо ог@ге, езё ипе обибгаЙзайоп 4’ипе ргорозИлоп соппиае Це 
Ваглз1ае (5): 

«51 ип стопре @ 4’огАге & роззё4е ип зоцзегопре 4е бу1оМ 4’огаге р 


арраг{епап& ац сепге 4е зоп погтаЙзацеаг, а|огз 1е стопре @ роззё4е 
и 
ип Чту1зейг погта! 4’огаге 5. ». 


р 

Ге 6огёте 13 4оппе аизз1 ипе обибгаЙйзайой Ча (№богбме заиуайь 
@6топ(г6 раг \. Тик Ч4апз зой агие «Еш пецез Крцегиия Чег 
Еи\асВВец, ештег епаЙсВеп Старре» (8): 

Бош @ ип огопре 4’ог4ге рви (р ап ип пошЪее ргеплег, п баш 
поп Ч1у11 Ме раг р). Зиррозойз фае 1е зомзотопре 4е Зу1оМ $ 4’ог4ге 
Рё езё ип стопре афеЙеп. $1 1е ргопре $ сопйепЕ пи 616тепь арраг(е- 
пап аи сепге 4и погтаПза(еиг Ча стопре №, 1е отопре @ роззё4е пп 
Чту1зеиг погта! Чоп 1’ог4ге ез6 ап шире 4е п. 
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ВОГГЕТТМ ОЕ 1ГАСАРЕМТЕ РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ БЕ 1/08$5$ 


Серия математическая Зег1е таПетайаие 


Е. С. ЛЯПИН 


О РАЗЛОЖЕНИИ АБЕЛЕВЫХ ГРУПИ В ПРЯМЫЕ СУММЫ 
ГРУПИ ПЕРВОГО РАНГА 


(Представлено скадемиком ©. Н. Бернштейном) 


В статье дается необходимое и достаточное условие разложимости 
абелевой группы в прямую сумму групи первого ранга при условии, 
что ее периодическая подгруппа (т. е. совоку, чость элементов нонеч- 
ного порядка) и фактор-груипа по периодической подгруппе допускают 
такое разложение. Таким образом вопрос о возможности такого разло- 
жения для произвольной абелевой группы сводится н разложению 
периодических групи и групи без кручения. 


В теории абелевых групи существенным является вопрос о разло- 
жимости групи в прямые суммы групп первого ранга *. До сих пор 
исследования преимущественно шли по пути изучения двух классов 
абелевых групп: периодических групп, т. е. групи, все элементы 
которых имеют конечные порядки, и групи без кручения, т. е. групи, 
не содержащих иных элементов конечного порядка, кроме нулевого. 
Необходимое и достаточное условие для разложимости исчислимых 
периодических абелевых групп в прямые суммы групп первого ранга 
было дано Н. РеШег’ом (*); для некоторых классов абелевых групи 
без кручения такое условие было получено В. Ваег’ом (?) и для групп 
без кручения, имеющих конечный ранг, Е. Ляпиным (3). 

В настоящей статье вопрос о разложимости произвольных абелевых 
групи в прямые суммы групп первого ранга сводится к решенито этого 
вопроса для периодических групп и для групи без кручения. В статье 
дано необходимое и достаточное условие разложимости абелевой группы 
в прямую сумму групи первого ранга при условии, что ее периоди- 
ческая подгруппа и фактор-группа по периодической подгруппе разла- 
гаются в прямые суммы групи первого ранга ("). 


’ Раиг группы равен 1, осли в яний конечный номилене ве элементов поро 
дает циклическую группу. 


й 
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$1 
Пусть @ есть некоторая абелева группа. Совокупность элементов 
из @, порядки которых конечны, образует подгруппу, которую назовем 
периодической и обозначим через 9%. 
Будем говорить, что элемент группы С делится на п, где п есть 
некоторое целое положительное число, если в группе найдется такой 
элемент С’, что пС’= С. В этом случае будем применять обозна- 


, | = 
чение С =— С. Отметим, что обозначение это неоднозначно, т. с. если 
Л Л 
6 = С и в" =-— С, то необязательно С’= С”, справедливо лишь 
(С’—С") Е И 


Рассмотрим различные последовательности целых положительных 
чисел, в которых каждое предшествующее число есть делитель после- 
дующего. Будем говорить, что последовательность & = (а1, 45, аз, ...) 


есть делитель последовательности В = (6,, 6.,6.,...) и обозначать а [В, 


если каждое а; есть делитель какого-нибудь Ь, Если одновременно 


о [8 и В/, то будем говорить, что х и 8 эквивалентны. Этим соотно- 
шением эквивалентности множество всех таких последовательностей 
разбивается на непересекающиеся классы эквивалентных между собой 


последовательностей. Легко показать, что если в классе о найдется 
последовательность х и вклассе В последовательность В такие, что 
2 [В, то всякая последовательность из « будет делителем всякой после- 
довательности из В, а потому естественно говорить, что сам класс я 

Ре а Ри 
есть делитель В, а. [В. Заметим, что если я«/З и В/У, то очевидно ® 1. 

1 

Для всякой конечной совокупности классов 91, ®., ..., я» существует 


общий наибольший делитель, т. е. такой класс х, что а [бы (==1, Знцеею) 


и В [< для всякого В, для которого выполняются Ва 2). 
В этом случае будем пользоваться обозначением &= (91, 5, ... ат). 
Пусть а = (а, 45, ...), тогда последовательность &' = (па, па», ...), где п 


есть некоторое целое положительное число, обозначим через ла. Если 
класс « содержит последовательность х такую, что по Е 3, то для любой 


последовательности &’иза имеет место п%’ ЕВ; в этом случае будем 


ре 
применять обозначения па =В ид = тт В. 


Рассмотрим совокупность чисел, на которые делится некоторый эле- 
мент группы С. Если эта совокупность содержит два каких-либо числа, то 
она содержит и их наименьшее кратное. Пользуясь этим свойством, 
легко доказать, что из такой совокупности всегда можно выделить после- 
довательность, в которой каждое предшествующее число является дели- 
телем последующего, причем выполняется свойство: если С делится 
на п, то, начиная с некоторого места, все числа этой последователь- 


О РАЗЛОЖЕНИИ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП 143 


ности делятся на п. Такую последовательность назовем характеристи- 
ческой последовательностью элемента С. Очевидно, последователь- 
ность, эквивалентная характеристической последовательности С, сама 
является характеристической последовательностью для С, и все хара- 
ктеристические последовательности С эквивалентны между собой. 
Таким образом элементу С соответствует класс характеристических 
последовательностей, который назовем характеристикой С и будем 
обозначать через у; (С) или просто у (С) там, где это не может вызвать 
недоразумений. 

Элемент С, принадлежащий некоторому комплексу %, назовем 
максимальным в %{, если характеристики всех элементов из 9% являются 
делителями характеристики С или, что то же самое, если элемент С 
делится на всякое число, на которое делится какой-либо элемент из %(. 


$52 
Приведем некоторые свойства элементов и их характеристик, кото- 
рые понадобятся нам в дальнейшем: 


1. Пусть Х=АЧ-ЧВ и (Хх (А), Х(В)) = Хо, тогда %/х (Х). 

2. Пусть п— некоторое целое число, тогда пх (С) /х (пС), если же 
тап? @=1, © неразложима в прямую сумму и пб -=Е 0, то пу (С) = 
=Х (пС). 

3. Если @ разложима в прямую сумму Чи 3%, 9©=%Х ФЗ, и СЕХ, 
тов (С) =Хи (6). 


4. Пусть ея ис, где. А; 6%; (1=1,2,...,п), тогда 
5—1 


1=1 


уе) (4), Ух) 
5. Пусть @ разложима в прямую сумму групи первого ранга 


и пустьп/ (С), тогда в @ найдется такой элемент С’, что пС’=С и 
пу (6’) =х (С). 


Действительно, пусть @ = У ФУЖ,, где Л» суть неразложимые в 


прямую сумму группы первого ранга, и ее. где с, Е Жи С. = 0 
(=1, 2,..., т), тогда, согласно свойствам 3 и 4, У (6) =(/ (С,), 
О). 5х (@) | в; ' геледователёно, п (С,), т.е. Ж ЭС) == 
(=, 2, ИЕ 


Рассмотрим элемент С’=УС,. Шо свойству 3, х(б’) =( (С, 


, 1 
х (3), ..., Х(Сп)), а так как’ по свойству 2 х(61) =--(С»), то 
(=), Так как к тому же пС’=С, то С’ и есть искомый 
г = 


элемент. 
3* 
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6. Если элемент С максимален в классе смежности по периодиче- 


: Е Л 
ской подгруппе С -|- 3 и если в 6 существует элемент-, - (асС), где (а,5) =1, 
Л 
то в @ также существует элемент -- С. 


Действительно, пусть 6сХ =асС и пусть х и у такие целые числа, 
что ах-+- бу=1, тогда имеем: 


с (6хХ -- фуС — С) =х6сХ + с6уб —сС = хасС + вв уС —сб = 
=с (аж + фу—1) С =0, 


т. е. (6%Х -- УС — С)ЕЗ или 6 (гХ туб) ЕС-З$. 

Итак, в комплексе С +3 существует элемент 6(хХ -- УС), который 
делится на 6, но С максимален, следовательно, С также должен де- 
литься на 6. 


$3 
ЛЕММА. Пусть % — периодическая подгруппа @® — разломсима в пря- 
мую сумму групп первого ранга и пусть ранг фактор-группы ©/ $. 
равен единице; тогда, если в каждом классе смежности по $, имеется 


> 


хотя бы один максимальный элемент, то 3 является прямым сла- 
гаемым ©. 


Доказательство. Возьмем какой-нибудь класс смежности по %, 
отличный от самой 3%. Выберем в нем максимальный элемент С,. 
Пусть П,, П5,пз,... есть некоторая характеристическая последователь- 


п 


ность С, (причем обозначим т, =п ит; = С “для == 2...) Шо 
, 


строим по индукпии последовательность элементов С., С., С.. ... ‚ удо- 
влетворяющую следующим двум условиям: 


| С; =т. Са, у и (С) [п (С: 1) (= а 


Пусть уже построены все С; (1 = А); построим Сь:1. Из условия 29 


Л 
следует существование элементов -—— —-—_—- Сь (где /— любое, [= 0) 
тТТа - + ТА й я 


1 
Рассмотрим комплекс С-З. Выделим из него максимальный 
К 


элемент А. Так как 


1 1 
В = Тито... Ть Е б» ) Е—- С, % 
п 1+1 т; 


тет, 1... 
и так как Тре... тии (В), ТО Ть: 2... Тез Должно быть 
делителем у (А) и, следовательно, у (С,) /пьу (А). Элемент А можно пред- 


т 1 ы —м Е 
ставить в виде А СЫР: где ТЕЗ. Введем в рассмотрение эле- 
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т = 
Г 


е й и } - 00 ` 
Мент ХЕ А АНГ. и (С:)/т у (А), следовательно, по свойству 2 


/ 


29 (С,) ть (ть А), а так как, в свою очередь, (С!) /пь-17 (б»), то 
по свойству 1 $ 2х (С:) тьфу (Х). Далее, так’ как ХЕЗ и Ф разло- 


2 


хо 


жима в прямую сумму групп первого ранга, то по свойству 5 
должен существовать такой элемент У, что ть,У =Х и ти (У) =7( 


пе (Сл) /пку (0) 


ра 


й | : 
Составим элемент Й = А— У = Е Ск, +-Т-—У. Так кзку(С,) /пьх (А) 


ну (С,) [пих (У), тои и (Сл) ть (2). Далее, тьй = бы --тьТ —таУ = 
-= С, --Х—т,У = Сь. Следовательно, можно положить Й = Сьуа. 
Составим группу 9 = 1 Су, С, ‚р ранг которой, как легко пока- 
зать, равен единице. УЖ не содержит элементов конечного порядка, 
т. е. #3 =0. Покажем, что {5,3} = 6, откуда и будет следовать, 
что 9 =Ж@Ф?ЗУ. Пусть @5Н, так как гапе (6/3) = 1, то найдутся такие 


числа пи т, что пс. =тН. Пусть (п,т) =4ип=п’а ит=т'’4. Так 
как С, максимален в @,- 3, то по свойству 6 $ 2в 6 должен суще- 
1 
т’ 


ствовать элемент С`. Нетрудно показать, что у; (С,) =; (С1), по- 


этому и в »У должен найтись элемент Х такой, что т’Х =С,. Отсюда 
п’т’АХ =т’аН, т. е. та (Н—п’Х)=0, т. е. (Н —п'’Х) Е $ и НЕХ + 
НЕ. 


4 


72 


ТЕОРЕМА. Если % — периодическая подгруппа абелевой группы 6 
и фактор-группа © / 3, разлоэкимы в прямые суммы групп первого ранга, 
то сама группа @® разлоэжима в прямую сумму групп первого ранга 


погда и только тогда, когда в каждом классе смемсиости по’ %. 
найдется хотя бы один максимальный элемент. 


Доказательство. 1” Пусть © разложима в прямую сумму 
групи первого ранга; тогда % является прямым слагаемым ©, © = 
—$ ФУ. Возьмем произвольный класе смежности по 3, 6-3. б= 
—=Т.-+-Н,, где ТЕЗ и Н,Е®. В этом классе С +$=Н,--% эле- 
мент И, является максимальным. Действительно, пусть пХ = УЕН,- 3, 
где Х=Я,-РТь, У=Н, +Тз и Н.Е®, а То, ТзЕЗ. тогда пН,-+пТ. = 
-- Н, + Т. и по свойству прямой суммы пНь = Н.. 


2° Рассмотрим разложение $=6/3 в прямую сумму групп первого 


ранга @— Я. ® 0... Определим в @ подгруппы а, в, ..., где 5, 
состоит из олементов, входящих в классы смежности по %, обра- 


зующие Я. Очевидно %, 23 и гапе (9/3) = 1. Если в каждом классе 
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смежности по % найдутся максимальные элементы, то по лемме все %, 


будут разложимы: У, =% Ф ©,. Покажем, что 6=зФ@е.ФЕвФ... 


Действительно, группа {3, С., Св, ... } содержит все 5,, а следова- 
тельно, и самое группу @. Далее, допустим, что Т-+ 5-5»... + 
-- 5,,=0, где ТЕЗ, 5,6 ©., и5, +0 (1=1,2, ... ‚ т). Тогда в группе 6 
должно иметь место соответствующее соотношение ОВ ы +5.» ==). 
где 5, ЕЯ, и 5,-20, что невозможно. Следовательно, @=%Ф ©. Ф 
ФВ, Ф..., но так как гапе ©, =1 и % разяожима в прямую сумму 
групп первого ранга, то и © разложима в прямую сумму групи пер- 
вого ранга. 


Замечание. По ходу доказательства видно, что в теореме усло- 
вие существования максимальных элементов в каждом классе смежно- 
сти по % может быть заменено условием существования максимальных 
элементов лишь в тех классах смежности, которые входят в группы р 
являющиеся прямыми слагаемыми первого ранга в разложении фактор- 


группы 6 = 6 |5. 


Институт математики и механики Поступило 
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Е. АРТГХ. ОХ ТНЕ ОЕСОМРОЗТТТОМ ОЕ АВЕШМАМ 6К0ООР$ ТХТО БТР СТ 
ОМУ ОЕ СВООРУ ОЕ ТНЕ Е1В5Т ВАХК 


ЗОММАВУ 


|1 1Ве ргезепф рарег {№е фиаезйоп \уВе\Вег а э1уеп аЪеЙап огопр сап 
Бе аесотрозей 1ибо а Чтесф зат о{ стопрз оЁ {Ве гапК 4,13 гедисеа 10 
Фе ЧиезИоп 0{ Чесотроз1 Ищу оЁР &\0о фурез оЁР аБеПап этопрз у1и. 
(огз1оп отоирз (1. е., отопрз Вауше е]ететёз оРа ИЙпИе ог4ег оп1у) ава 
отоирз \ИВойё фогз1оп (1. е., огопрз а еетепёз оЁ \уВ1еВ ехсерь 0 аге 
ог Ве 1абиЦе ог4ег). Моге ргеслзейу ме зваП слуе а песеззагу ап@ 
заН1е1еть сопа\оп {ог 4Ъе ехицепсе о{ засб а ЧесотрозИлоп оЁ ап 
афеПап этоар @, ргоу14е@ 4Ваф Из {юогз1оп забогопр % апа Из ас(ог 
этопр 6/5 сай Ъе зо десотрозеч. 


У!е зВаП зау (Ваб ап @ететь СЕ © 15 фу Ые Бу п (п—а розиуе 
ицесег), 11 \Теге ех1зёз засВ ап @ететф С’Е’@ \аё пС’= С. Сопя4ег 
{Бе зеё оГ аЙ розилуе ицезегз Бу вен С 13 ауле. Уе сап еазПу 
ргоуе Раф {Веге ех13{45 а зедиепсе а1, 45, ... 0 розилуе ицезегз заизЁуште 
(Ве ГоПо\мше сопд1опз: 1) С 13 (ушЫе Бу \1е а; (1=1,2,...), 2) аи 
13 а шаре о а; (1=1,2,...), 3) И С з Фуше Бу п, Шеп п 1за 
Гасбог оЁГ ап а;. ЗасЬ а зедиепсе ме зваП са] а сВагас{ег13с зефаепсе 
о! С. Тье зеф оЁР а сБагасцегз1с зефаепсез \уе зВаП са {Ъе свагаще- 
г13с 0{ С ава 4епое ру у (С). У№е зБаП зау {Ъаф а сБагафегаз ис у (С) 


13 а Ч1у1зог оЁ пх (С5) (зе утЦе 1$ у (С) тх (6.)}, 1 еуегу @1у1зог т 
0# С, 1за Ч1у1з0г оЁ пр, \мВеге 1 1з а а1у1зог оЁ С. 

Ап еетепф С Бе]опоте {0 а заЪзеф 9% оЁ @ у Ъе саПе@ шахиаа1 
11 90; И Из сБагасфетаз ас 1$ @1тулз1Ые Бу Фе сВагасбег1з 10; оРаП е]етепт{з 


ОР 9( ог, 11 оФег \мог4з, Ш апу @1у1з0г 0Ё апу е@етепф оЁ 9 13 а @1у1зог 
оЁ С. 


ТЕММА. 1] 14) Ше 10т91юп зифотоир $ ора зтоир © сап Фе аесот розе4 
то а тес зит_о] отоирз 0} Ф1е рт: гапк, 2) Ше тат о} йе дасюг 
этоир 6/5 15 1, апа 3) т езегу созеё С-- 3% Шегте елл51з ай Теа опе 


лата] еетепф, 11еп 3. 15 а @тесй зиттапа о} ©. 


ТаКе а созеф С-- 3%, ЧШегеп$ {гот % (СЕ3$); Чепое Бу С, Из шахт 
та] е]етепц, апа 1е6 (п, /.,...) Бе а свагасщегаз с зеацепсе оЁ С. У№е 
сап сопзбтисё (1т4исйуе]у) а зедчепсе С,,С.,... оГ еететз зазРута 
{Ве !оПоулие сопацлопз: 


1) б:=,М-быа ата 2) у(бИЛих (был) @=1,2,...) 


Сопз1Чег по\и \Ъе огоир %\= {С1, С.,...} \Возе гапк 15 еуШЧепйу 1. 
УУе сап еазе]у ргоуе \№аь © =$% ФУ. 
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ТНЕОБКЕМ. /]/ Ше 10г5юп зифетоир %, 0} ап афейап отоир © апа те 
]асог гтоир © /3 ате аесотрозИе атло @тесй зитз 0} втоирз о} те ртя 


гапЕ, (еп 1е песеззагу апа зиррлелета сопаилоп фот 1е 2тоир ® ие} ю 


бе 50 4есотрозье 1$ тай пт есегу созеё С-+ 3 (СЕ) атеге езхл818 
[-а51 опе талита1т аетена. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1939 
ВОРГЕТ!М РЕ ГАСАРЕМТЕ РЕЗ 5СТЕМСЕЗ РЕ 1/0в$5 


Серия математическая Земе та{НетаНаи‹ 


П. В. СОЛОВЬЕВ 


НЕКОТОРЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 0 ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ 
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА 


(Представлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В статье исследуется существование периодических решений одного 
класса нелинейных уравнений в частных производных гиперболического 
типа. При определенных условиях доказываются теоремы существования 
и единственности периодических решений. Задача решается методом 
последовательных приближений. 


Целью этой работы является доказательство некоторых теорем суще- 
ствования решения уравнения 


97 97 
рт 1 (2) (1) 
при условиях, что 
Я 0) = 2.1) | 
92 97 ДО = 2 = 0 (2) 


И = = де 1 


Решение уравнения (1) при условиях (2) было получено Н. А. Артемье- 
вым * в предположении, что }(7) голоморфная функция в некоторой 
области р=р(|й |= А) изменения переменного 2, где А— некоторая 
константа. В этой работе на функцию ]}(2) накладываются более общие 
условия, именно: 


| (2) —Г (5) [= М1 2, — 4. |. (3) 


Доказательство теорем существования проводится методом последо- 
вательных приближений. 

Пусть функция Ф(х,{) в правой части дифференциального уравне- 
ния (1) удовлетворяет условию 


© (2, &)—Ф(2, 6) | < М! |2. — 2 |+ М]и-ь| (. 


> 
— 


* Известия Академии Наук СССР, Серия матем. № 1, #37. 
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р Нк 
для всех точек (2., 1), (25, ), принадлежащих области = ОРУ 


и может быть представлена в виде 
х 


Ф (0 = ФО, 


0 


или ОЕ (5) 
| 
Ф(2. = \ Ф, (2,9) 4, 


) 
где функции Ф, (х,#), Ф.(х,1) суть функции ограниченной вариации 
по первому аргументу при любом значении О < {< 1, а также — функ- 
ции ограниченной вариации по второму аргументу при любом значении 
а авы: 

Далее, функция Ф(х, #) — периодическая по { с периодом, равным 
единице, 


Ф (1,11) =Ф(5, 1) 


и разлагается в ряд Фурье по синусам 


о Фи 1 (1) - за (20-1) пх, (6) 


где 
1 


ны \ ФЕЙ: 1 (21-1) Е 4. (6’) 
0 

Все условия, которым удовлетворяет функция Ф(х,#), будем назы- 
вать в дальнейшем условиями (А). 

Докажем теорему: 

ТЕОРЕМА 1. Дифференциальное уравнение (1) допускает непрерыв- 
‚ное, вместе со своими частными производными второго порядка, решение 
в области Ш, периодическое по аргументу 1 с периодом, равным единице, 
удовлетворяющее условиям (2), если 

1° функция Ф(х,1) удовлетворяет условиям (А), 

| МАИ, 

3° /(2)=—1(—2); 10) =0, 

ды, 


где № =зир} (2) в некоторой конечной области изменения переменной 7 и 


(а — любое целое нечетное число), 


1 < 
А=зир |«\ р эп (2п - 1) пх. Аа ка (1 


0 


52 51 (21 - 1) ях : ма (20 -- 1) тт : с03 (2. +1) па (&—Е- Я 


+= У и (21 ла — ||. 
2 


= 


(2 + 1). яп 
(0511) 


* В дальнейшем для краткости будем их называть просто функциями ограни- 
‘ченной вариации по первому и по второму аргументам. 
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Для доказательства этой теоремы применим метод последовательных 
приближений. Будем искать начальное приближение 2, (х, #), которое 
назовем нулевым приближением, как решение уравнения 


927 927, 
Эа — @* в = Ф(х, 1), (7) 
удовлетворяющее условиям (2). 


Как нетрудно убедиться, решение 7, (х, #) будет вида 


2, (х, 1) = УТ (0-5 (2п - 1) ях, (8) 
®—=0 


где 


1 1 
(0) ее | | Ф(л, 9 - зщ (20 - 1) ху- зщ (21 + 1) ха (1—9 ая 
0 0 


1 
1 


1 
Е ФС, зщ (20-1) ях 


0 


4 
ат (2п-- 1) - 911 ЕН 


х сов (2п-Е 1) а (#—Е+5) Чл: (9) 


— 


Покажем, что ряд (8) абсолютно и равномерно сходится в области О. 
„Для этого предварительно рассмотрим некоторые свойства функции 
Ф.„+4(Р) при любом фиксированном п. 

1 
| : 
"ыы (6) Фи (Ь) =2 | ( [Ф(а, в) —Ф (т, Та (28-1) хлч| = 


0 
1 


=2 \1Ф(м, в) —Ф (а, в) = М1, 
0 
т. е. функция Ф›„..(Р) есть функция непрерывная и ограниченной 
вариации. Далее, функция Ф›„.:({) является коэффициентом Фурье 
от функции Ф(х, #), удовлетворяющей условиям (А); следовательно* 


В 
О ВЕ › (10) 
откуда 
: 
кет В ) 
| фз (®)- вв (28 + 1) ха (#—9) а а. 
; (10°) 
ь Л В 
| \ Ф.и +1 (&)-с0з (2п - 1) ха (= +) 4 +1’ | 
9 
где Ву, В., В, — константы, не зависящие от индекса п. 
Теперь докажем абсолютную и равномерную сходимость ряда 
—. а. № (2 - 1)? р" (1) -зт (2п + 4) пх, (10”) 
п=0 


полученного путем формального дифференцирования ряда (8) почленно 
два раза по переменному 5. 


* См. Стеклов В. А., Основные задачи матем. физики, ч. Т, стр. 17, 1922. 
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Ряд, полученный из ряда (13) почленным дифференцированием два 
раза по х, 


—. = — = У (20 1741 (0) - ма (20-1) г, (13’} 


абсолютно и равномерно сходится в области О. Действительно, 


и (1Ф (Е, <) 
Ч ма (28+) ла(Е— в) + 


1 
(2% ) п 
- х- а 9 Е, 9) +4) 
О 


ха (21 - 1) =ё. сов (2п 1) ка (2—5) 4 |= 
1 1 

ПЕ {де ( [ФФ ь/ (29) че | х 
Е 0 

Х оз (2п - 1) Е о Е 


и аз [2 ИБ ьИ (2-9 
И 


0 


а 


Х с03 (2. -- 1) *ё. о $) &|= 
= [Ф.( ый (2) ] х 


Х соз (2 - 1) лё . зщ (2и - 1) та (Е— в) 4 


1 


т х |“ [Ф. 46 Э-+ь/ (29. ]х 
Хсоз (2 1 ув. сова) (вле 4. 


'Так как функция (7) удовлетворяет условию 2° теоремы [ и 2% (х, #) до- 
92, _ 
Ей де 
—ф, (1, #) есть функция непрерывная в области ДР и ограниченной 
вариации по первому и второму аргументам; функция Ф, (5, +) — огра- 
ниченной о по условию (А), следовательно, 


пускает непрерывные частные производные второго порядка,то’/’ (2) . 


4 [$ (6 5) -ь/ (20) - 9] - сз (2п-- 4) ёж 


жа (2п + 4) ла (#— в) а ке В 
1 

аз [с вы (2). то ] + 608 (2и 4) = х 
0 


Хх с03 (2 - 1) ИЕ 4 < ат, 
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где Бз, В. некоторые постоянные, не зависящие от индекса п. 


Отсюда 
977 ОУ РВ, тб кон- 28, В, < 1 
02? ее [а | и 
п=0 п=0 п=0 


т. е. ряд (13’) абсолютно и равномерно сходится в области Ш. 
Рассуждая по аналогии с предыдущим доказательством, легко пока- 
зать, что и ряд 


о 270 
ыы ин 
п=0 
также абсолютно и равномерно сходится в той же области. 

Итак, функция 2, (х, #) — непрерывна в области Д вместе с частными 
производными второго порядка. Зная первое приближение, ищем вто- 
рое 2. (1,1) ит. д. 

Докажем теперь, что существует предел й»(х, #), когда К-> сс 
(2, — К-ое приближение), и этот предел 


Е со 
дает решение уравнения (1). 
Для доказательства существования предела 7 (х, #) составим ряд 
2(5, #1) =25 (2, И [2, (1, — 2 (х, 8] + 
ан 7 (т, #) — 2ь-1 (5, #)]-... (14), 


и исследуем его. а общий член этого ряда 


ИНЬ У [ТА (0) аа (20 4) хе = 


в=0 


со 1 1 
= я И 1) у ас ии (бк —1)— 1 (бь-2)] Х 
п==0 0 0 - 
а пол зао) 4 
ео 1 
(2п + 
г = и 
Ч 1). Ее фи 


Хх зт (2 - 1) м оби! ха (во и — 


1 


= (аа | е- )—1 (2-9 х 


0 0 
< п (27 -- 1) яз. эп (2 + 1) яё - эт (20 1) ла (1—5) -. 
х Г 2п + 1 ) &+ 
п=о 
1 
ее ие 1,9 
у Л 
<> 51 (2п + 1) пл: а (21 + а ы 453 
х $ ея 
реж ра 


2 
(И ле) 


155 И. В. СОЛОВЬЕВ 


Зпиаки суммирования и интегрирования можно менять местами. Обо- 


значая через К, (5, #; &,5) ряд, 


стоящий под знаком первого инте- 


грала, и через К, (5, Е; &,6) ряд под знаком второго интеграла, получим 


| 1 
А био | 49 | ПИ (ь-) — 1 (лв). Ка (а, в; В) 44+ 
0 0 


Функции К, (5,1; 2,9), К,(1,1;8,6) абсолютно интегрируемы, 


интегралы * 
1 1 1 1 
аз СЕК; (2, 6; 5,8) 146 (4 1 Кз (а, 6; 5,3) 14 
0 0 0 0 


существуют. 


(16) 


Те. 


Функции 2%, (5,1), 2, (1,1) непрерывны в области 0, следовательно, 


можно найти такое число [,, что 


10% <6Б, [2—5 |=<В 


для любой точки (5, #), принадлежащей области 2. 
Полагая в формуле и ие получим 


2[ НИ — 1 (25)] К, (х, 6; $, в) 4&- 


0 


[4 


12. — 2, |= а 


1 
< # | [2 } 43 \ 1/42) — (2). Киев) 191+ 
: 0 0 
Ре 124) — Ро) 1 К (2.03) 148 | < 
1 1 
= [2481 м2 2-1 К, Е 9) ЧЕ 
0 о 
у т 
ны - 2-1 К. (2,8; 5,0) [а |= 
+=. я ХГА 
о % к 


12: — 42. | < И ы ме. ВР 


и т. д. 


* См. стр. 37 цитированной статьи А. Н. Артемьева. 
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Таким образом, мажорантным рядом по отношению к ряду (14) 
будет ряд вида 


БЕ+Е& +. (17) 


Ряд (17) сходится, следовательно ряд а абсолютно и равномерно 
сходится и его можно записать в виде 


[2 1 
20 | 43 ([Ф(, 9) -+5/ (2) Кв 


1 

аз Ф(,® +ь/ (2) - К, (2,6555) 4 (18) 
0 

Докажем теперь абсолютную и равномерную сходимость ряда 


и 


в области /) или, что то же самое, ряда 


И = = У (20-1) Тана (1) - с0з (21 + 1) кх- 


п =0 


+" У (20-1) [Тыла (И — Та (] - 608 (20 4) я 


ны р (и) — Ты (0 608 Оле... = 


со + 1 
с0$ (21 + 1) пх я а ы 
=. а 2 269 зт (2и + 1) 8х 


со 1 
с0$ (2% - 1) п а ао я 
У а РЕ г} о (Ф (2,5) т (20 21) = х 
90.“ 8 0 


х со (2т- 1) ма (15-5) аЕ- 


1 


+...+2% оо Не | ао | ИС) — /(2ь-1)]х 


п=0 0 0 


Ж эт (2п -+ 1) л2 . зщ (2и + 1) ха (1—6) @&- 


4% Известия АН, Серия математическая, № 2 
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с05 (21 - 1) пх м 
НЕ (4 | мА х 
а Е 0 0 
Х зп (2 - 1) пё . с0з (2п - 1) ла (1+ 5) +... (19’) 


(считая /(7-,)==0) 


Для этого достаточно, очевидно, доказать абсолютную и равномер- 
ную сходимость ряда 


- к ВЕ саг (УЕ — ИФ х 
К=о 


п=о 0 0 


Х зп (2 - 1) пё - защ (2 - 1) ла (1— в) 4Е- 


нужен Оуи-наслх 
ЕЕ В=0 


р) 0 
ь Ч 
жил (2 -- 1) ё-с0з (28-1) ка (г—-о+1) 4% (20) 


который можно получить из ряда (19’), изменяя порядок суммирова- 
ния и интегрирования. 


о У —7(»-1)], стоящее под знаком интеграла в 
в=0 


ряде (20), есть ряд абсолютно и равномерно сходящийся и 


со 


УИ) — КЛ = (2). 
в—=0 


Далее функции К, (2, #; 6, 6), К. (х, 1; &, в) суть функции ограниченной 


5 
вариации относительно переменной 2 при любых значениях (о = (°) =- 1) 
с 


х 
и относительно переменной #{ при любых значениях (о = (1) = 1). Сле- 
с 


довательно, непрерывная функция 0(х, #) в области ДО, представленная 
в виде формулы (18), будет функция ограниченной вариации по первому 
и второму аргументам. 
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Принимая во внимание сделанные замечания, ряд (20) запишется 
в виде 


1 


и ) тх 4 [26 )-»/(2) | х 


Пй=0 


Хз (2п - 1) лё- я1т (2п - 1) ла (1— с) 4Е- 


и > Е ри ао | об, е)-+ьИ х 
И . 


0910 
Ж т (2-Е 1) лЕ-с0з (2+ па( г—0+5) ЧЕ. 
Оценивая по модулю сумму этого ряда, будем иметь 
г анна 
Жзт (2 + 1) Е. (2п- 1) па (1—6) |+ 
со 1 1 
+1» 1454 [9,9 +2) ]х 
0 0 


Хх ат (2п-Е 1) = -608 (20 + 4) а (1-о+5)4|. 


Так как функция Ф( 0) по условию — ограниченной вариации 
по первому и второму аргументам и ](7) удовлетворяет условию 3° 
теоремы ТГ, то, 


Ф($, в) + ь/(2) =$($, с) 


будет функцией ограниченной вариации по первому и второму аргу- 
ментам. Следовательно, 
: 


1 
| аз \Ф(ё, с) 7 (2) т (2 - 4) яё- вт (21-Е 4) па (1 — в) Е 
0 


0 


и 
(а ? 


аа Ф(Е,с)-- р] (2)] - эт (2п- 1) = -с оз (21-1) ча( #545 )& = деда, 


0 0 


где С. и С, — некоторые постоянные, не зависящие от п. Отсюда сле- 
дует, что 


[®.®) со со 
2 6: 1 С, о щ# 
< та я т и о 2 т 
п—=0 пй= ®= 


г.е. ряд (20), а следовательно, и ряд (19’) абсолютно и равномерно 
сходятся. 

Рассуждая, как в предыдущем случае, легко показать, что и ряд 
4* 


160 П. В. СОЛОВЬЕВ 


Обь ба] .. (20’) 


абсолютно и равномерно сходится в области 0. 
Таким образом функция (5, #) есть непрерывная функция вместе 
с частными производными первого порядка в указанной области 


97 
и 5, можно записать в виде: 


1 


222 с0$ ( ее (аз [® (=. 2-1 (2) | х 


п=0 0 0 


Жзт (2% + 1) Е. т (2п 4) ха (#— в) 4+ 


уе Е [Фе 9+ ]х 


0 


Жзшт (2п + 1) Е -с0з (2п -- 1) ха (1-45) 4&= 


а п (28-1 
п=0 


со 1 1 
Но кьи | [ЧЕК ве [> 


Хх с03 (2п -- 1) пЕ- чт (20 -- 1) ка (Е— 0) ЧЕ 


1 с05 2% - 1) пх 97 
АИ ТЕННЕ 4в\ | Ф. (Е, ‚(7у92 
ВЕН ет о 59-е | х 


Х с03 (2-1) пЕ-соз (2-1) ка( 1 — +5) 4 = 


1 


== 2 [© 9+ (2-х 


о’ 


< с08 (2 - 1) лх-с03 (2% - 1) пё- за (20 - 1 
ХС» бит —) + 


1 


+ (= [Ф. ©, Э-+ь7 (2). | х 


0 


и АЕ + 1) м2. 00$ (2п - 1) пё: с03 (21 + 1) па (+ 2) 
(3 


п=0 (2® + 1) яв и р 


Обозначая ряд, стоящий под знаком первого интеграла, через 
@ .Ё 
Кз (1,1;,0) и ряд под знаком второго интеграла через К. (х, &; Е, 0) 
получим и, 
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о 2 аз [4 в) | ь/’ (2) :бе | Ко (в, 1 Е, 6) ЧЕ 
0 0 
+ аз [о +57 (2) | -Ка(х, &; 6, в) 4. (21) 


Функции К.(1, 360) и К,(х, 8:0), так же как и функции 
К, (2,1; 0) и К, (1, 1; Е, 6), суть функции ограниченной вариации отно- 
сительно переменных х и Ё; следовательно, функция —_ представленная 
в виде формулы (21), будет функцией ограниченной вариации по пер- 
вому и второму аргументам. 

Рассмотрим теперь ряд 


87 07, _ 97, г» 97, 0, 
= [бя |+... = 
95? 928 


952 дх? 9х? 9х2 
со 1 1 
= УХ в 1) 9 (27+ 99а (аз \ГФ( °-++ь (ЛХ 
= с 0 0 


Ж зат (2п + 1) ^Е- зт (2п + 1) ха (Е— 0) 4 — 


—- 
1 
==>! (27 ЕЕ па мы (5 8)-+ь/ (2х 


9 0 


х зп (2 - 1) ^ё-с0з (2и - 1) ха (:—0+5) Ч 
1 


== о (2-1) хх (4 [, (6 сны (2): | х 
0 0 


Хх сз (2 + 1) лЕ- зщ (2 - 1) ха (1—0) &— 


1 1 
. п (27 -+ 1) п В , 02 
= Ри ОЕ —. [© (6, в) »/’(2) - | х 


п=0 
= 1 = 
Х с0$ (2п.-| 1) =ё. соз (2п - 1) а (9+5) ЧЕ. (22} 
Оценивая его сумму по модулю, получим 
со 1 1 
2 (2)82 
= х фа [6 вы) |Х 


Х соз (2 -- 1) яЕ- 1 (2 - 1) ха (1—5) 4 


927 


92? 


[а | 


и би [© Э-+ь/ (Ве | х 


Х с03 (21-Е 1) 8-08 (2и-Е 4) ха (#-о+5) 4 | 
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Так как функции Ф, (&, 5) и (РЕ суть функции ограниченной 


вариации, то 


$ 1 
| \4з\ [< 6+1 (2-5 | . 603 (2 +- 1) =. с0з (2 + 1) ха(#—8) 4 = 
0 0 
Е: 
= (а › 


(аа) [< 9+5 | .соз (2 -- 1) =. соз (20 + пла ё—о- )4 Е 
0 0 


Са 
= (251)? 


где Сз и С. не зависят от п. Следовательно, 


26, + С Х 1 
Г х (2п + 1}? ° 


п=0 


927 
095? 


В силу сходимости числового ряда, стоящего в правой части этого 
неравенства, ряд (22) абсолютно и равномерно сходится в области ДО. 
Абсолютная и равномерная сходимость ряда 


977 _ 0:7, [07, 012, 9:7, 07, 
ба = “ав: | “эй оне |+. + [5 91? +. 


доказывается аналогично. 


Теорема Г доказана. 

ТЕОРЕМА И. Дифференциальное уравнение (1) допускает непрерывное 
решение в области Ш), вместе с частными производными второго порядка, 
периодическое по аргументу & с периодом, равным единице, удовлетво- 
ряющее условиям (2) и единственное *, если 

1° функция Ф(х, #) удовлетворяет условиям (А), 

2° | (21) —1 (2,) | = М |2. —2,|, 

3° (= -К—2); 0) =0, 


Ге) [ап 
4 [в < уд. 


Будем доказывать эту теорему методом от противного. Допустим, 
что существует два различных решения 2(х, #) и И(х, #) уравнения (1), 
удовлетворяющих условиям (2). 

Разность ( —И=ф(х, #) будет решением уравнения 


а а ив [142 — КУ) 


* Решение единственное среди класса функций {2}, разложимых в абсолютно 
и равномерно сходящийся ряд по синусам. 
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при тех же условиях (2). Как установлено, решению» этого уравнения 
будет также решением интегрального уравнения 


+ 1 
ди 49 | [/(2) — (У) К, (в, в в) + 


+ 43 (2) — КУЛ К, (2, ББ За 


191=12=И=2| | еб УК 5. 5) 14 


+] Дам -УНК а 1 = || МА шах | 2—И] 
или . Е 
шах 2—И| = | | МА шах | 2—У|, 
тове 
ее, 


Получили противоречие, следовательно, 


тах |7 —У|=0 
или 
й=7, 
что и доказывает единственность решения. 
Поступило 


27.Х1.1938. 


Р. ЗОГОУТЕЕЕ. ООЕТООЕ$ ВЕМАВООЕ$ ЗОВ ГЕЗ$ $0ГОТГОМ$ РЕЗ ЕООА- 
Т0М$ МОХ МХЕЛВЕЗ ЮО ТУРЕ НУРЕВВОГТООЕ 
ВЕЗОМЕ 


Папз себ агыс]е ]е сБегсфе 1ез зопилопз рёгод1ачез 4е ’6ааайоп 
а вгепйе!Пе * 


Эн — 425 = Ф (2, 1) ь/ (2), (1) 


ея 


]ез сопа\лопз Пииез 66апё 
7,0) =2%,0 — 200=0 


‘д: 20 |1 
]е аётопте але 1’вачайор 416тепыеПе (1) адтеф Ч4апз 1е доташе 


хо 


* С> ргоёте ИтИе а 646 гбзоше раг М. Аг{епией тоуеппапф ипе шёоде 100% 
А Га а1зЯпсе ае сейе 4е Ращеиг, Известия Ак. Наук СССР, Серия матем., № 1, 
1937. 


16% Р. БОБОМЕЕЕ 


а =! 
В=0 а 1 | 
4ез Чех ргепуегз ог4гез, рёг1о91аие раг гаррогф & ’агхитепф # де рёг1о4е 
1 заызГа1запь аах сопаопз (2), 1: 

1° а Гопсйоп Ф(х,#) зайфай, аих сопаИлопз (А) *, 


2° (2) — (2) |= М1. —2|, 
3° 1(7)=—1(—2); Е) =0, 
ЕН, 


Чапз ип доташе Ъогпё 4е ]а уама мот 4е 1а уатпаЫе 7; 


) ипе зо оп сопипае, а1пз1 диае зез Аётубез рагмеПез 


опа ез% ип пошЪге епиег 1тра1г агьИтгалге; М = зар|}(2) | 


1 1 


< эт (2 -Е1) лх- 1 (2-1) ^ё. яп (27 - 1) ла (1—5) 
А=2 зар (4 | У а — аё-- 
о 9’ 


д || 5 або (2 + 4) чл (2п + 1) 6-00 (27 + 1) ма ( «#4 
+545 \ о 
2 = 1). 
0 по (2п - 1) яп | ги |8 (<<) 


Епзаце }е Аботите чае себе зоТайоп езф аплаче (Ш6отёше 11) дапз 
1а <аззе 4ез Гопсмопз {7}, авуе]орра ез еп з6гле 4е. Коигег 4е з1пиз 
азоГатепф её ип{огиабтепь сопуегоене. 


* Уст расе 150 4е сеф агасе. 
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Серия математическая Зее та\петаНаче 


М. А. НАЙМАРК 


О СТРУКТУРЕ ОБЛАСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ САМОСОПРЯЖЕННОГО. 
ОПЕРАТОРА 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье даны условия, необходимые и достаточные для того, 
чтобы линейное многообразие, плотное в гильбертовом пространстве, 
было областью определения некоторого самосопряженного оператора. 
Отсюда получается ряд следствий для таких многообразий. 


В настоящей статье изложены некоторые условия, необходимые и 
достаточные для того, чтобы линейное многообразие [,, плотное в гиль- 
бертовом пространстве* $, могло быть областью определения самосо- 
пряженного оператора. В частности, ропается в положительном смысле 
вопрос, поставленный в статье М. М. Гринблюма (?). Кроме того, вы- 
делены некоторые факты (впрочем, очень простые), верные не только. 
для гильбертова, но и для любого нормированного пространства 
типа (В) (3). 

Определение. Линейное многообразие Г, плотное в гильберто- 
вом пространстве 9, будем называть Н-многообразием, если суще- 
ствует самосопряженный оператор с областью определения ®. 

Отметим, что Г, уже будет Н-многообразием, если существует зам- 
кнутый линейный оператор А с областью определения /.. 


Именно, по теореме ФТ. у. Меитапп”а (“) оператор НЕУ А*А- само- 


сопряженный с областью определения /.. 
В дальнейшем мы воспользуемся еще следующим предложением, 


принадлежащим К. Егедгеь зу (5): 
Пусть Г. — линейное многообразие, плотное в %, а (}, #), —скалярное 
произведение, определенное в Г, и такое, что 


1 
Ь > 1 „ЕР, 11 =, 1. 
Тогда существует положительный самосопряженный оператор А с 0б- 
ластью определения Г, С- Ё., удовлетворяющий условию 


(А) = Е), ТЕГ, 8ЕГ. 


* По поводу всех понятий, относящихся к гильбертову пространству, см., 
например, Эфопе (1). 
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Приведем доказательство этой теоремы, данное Егейг1оВз’ом, но 
будем при этом пользоваться нашими обозначениями. Положим 


г(р=() Е, ТЕГ. 


Тогда 
ГОО [17 < [7 


т.е. Г, (}) — линейный функционал в гильбертовом пространстве Г, (отно- 
сительно ({, #)1); поэтому, по теореме Е. В1езт’а (8), существует вектор 
2 ЕГ, и только один, такой, что 


(№) = (= (во, 1, (1) 
причем 
[о < [№]. (2) 
Положим 
ВЪ = 80; 


очевидно, В — линейный оператор, определенный во всем © и с областью 
изменения Г, СГ, причем в силу 
[В | = 30 | < | 50 |1 < || 
В ограничен в 9. Кроме того, по определению В, 
(,&)=(ВЬЕ)1, 169, ЕЕГ, (3) 
следовательно, также 
(#„=(8, В), 16%, 5Е6Г; 
поэтому для {6 9, Е З 
(ВУ, &) = (ВР, Вв), =(, В), 
т.е. В — самосопряженный оператор в %. Так как 
(ВР =(ВЬ В], = ВЛ, > 0, 
то В положителен; далее, из В =0 следует 


(о, = (ВЛ, 1=0, ТЕГ, 


а так как Г плотно в 9, то %=0. Таким образом, В-! существует 
в Гл, Гл плотно в $ и В-— положительный самосопряженный опера- 
тор с областью определения Г,; кроме того, (3) можно переписать 
в виде 


(В-ю, 5) =(®, 8), Ф= В/ЕГа, ЗЕ[Ь. (4) 
Поэтому оператор А’=В-" удовлетворяет всем условиям теоремы 
ЕгледтлеЬз’а. 
ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы линейное, плотное в $ многообразие 
Г, было Н-многообразием, необходимо и достаточно, чтобы в Г, суще- 
ствовало скалярное произведение (], 5)1, удовлетворяющее условиям: 


Е ое: 


2° Г, полно относительно |}|. 
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Доказательство: Необходимость почти очевидна. В самом деле, 
пусть Н — самосопряженный оператор с областью определения Г.. 
Положим 


(т. #): = (НУ Нз)- (}, =), р, 5ЕГ, 


Ра = НУР УР, 
и` условие 1° выполнено. Далее, из 


[№ — и —> 0, пт —> <<, Дать № 


тогда 


следует 
1—®[—0, [Н/»—НЁы| >0. 
В силу замкнутости Н существует ЕЁ такой, что 
в —| —>0, 1НЬ-НЬ|—>0, по, 
следовательно, 
[1 — д = | — Р-Н — НЫ —0, п о 
и 2° также выполнено. 

Пусть, обратно, (], 2), удовлетворяет 41°, 2°, и пусть А, В — опера- 
торы, фигурирующие в доказательстве теоремы Емедг1с№з’а. Положим 
И ВИА, так что Н*=В-1; для }ЕГ, вектора Н}, Н?!=В-у 
имеют смысл и 

[Не = (НР, НР = (НР, = (В, = (фр, =. 


Рассмотрим теперь В только на Г); в силу 1°, (2) и (3) 


ВЯ, ==, (ВЬ в: =( в = Вв)ь, Тв ЕГ; 
поэтому В — ограниченный самосопряженный оператор в Г, (относи- 
тельно (}, #)1). 
Так как из В/=0 следует [=0, то его область изменения на Г, 
Аз = ВЕ В =: 
плотна в Г, (относительно (}, #),); поэтому и Г, плотно в Г, (относи- 


тельно (}, 5)1). 

Пусть теперь № — произвольный элемент из Г.. В силу только что 
сказанного существует последовательность }„ Е Г. такая, что | м — |: —>0, 
п —> + оо. Но тогда также 

«= |-—>0, Ны-— Н‚ы |= № — т | — 0, п, > ©, 
следовательно, в силу замкнутости Н, Нр имеет смысл. Итак, все Г, 
входит в область определения Н. 
Пусть Но — оператор, равный Н и рассматриваемый только на //; тогда 
Н,— замкнутый оператор. В самом деле, из 
11—№|—>0, | Но» — 80 |0, п> ©, ЬЕГ (5) 
следует 
в — ть = | Но» — Нот | — 0, п т. 
Так как Г, полно относительно. |}|!1, то существует элемент 1, Е Г, 


такой, что 
[№— №, —0, п о. (6) 
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Приведем доказательство этой теоремы, данное Емедглев$”ом, но 
будем при этом пользоваться нашими обозначениями. Положим 


Гр=(0,Р 16%, ТЕГ. 


Тогда 
ВЫ 1 И 


т.е. Г. ()— линейный функционал в гильбертовом пространстве Г, (отно- 
сительно (7, $),); поэтому, по теореме Е. В1езг“а (8), существует вектор 
5ЕГ и только один, такой, что 


(18) =Д (= (5, Ра, (1) 
причем 
[501 < ||. (2) 
Положим 
Вф = 50; 


очевидно, В — линейный оператор, определенный во всем $ и с областью 
изменения Г. С.С, причем в силу Ц“ 
[ВУ | = | 50 [ < | Зе = 40| 
В ограничен в 5. Кроме того, по определению В, 
(Г, &) =(ВЬ $), 165, 5ЕГ, (3) 
следовательно, также 
(Л =(&, ВР:, 163, 5ЕГ; 
поэтому для 65, 6$ 
(ВУ, &) = (ВУ, Вз), =(, В$), 
т.е. В — самосопряженный оператор в $. Так как 
(ВУ, = (ВЬ ВР, =| ВЛ, > 0, 
то В положителен; далее, из В}, =0 следует 
№. = (ВУ, В: =0, ТЕГ, 


а так как Г плотно в 5, то + =0. Таким образом, В-! существует 
в Г., Г. плотно в Зи В-'— положительный самосопряженный опера- 
тор © областью определения Г; кроме того, (3) можно переписать 
в виде 


(В, &)=(,®, з=В/ ЕТ, 561». (4) 
Поэтому оператор А=В-" удовлетворяет всем условиям теоремы 
ЕгтледтаеВ за. 
ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы линейное, плотное в $ многообразие 
Г. было Н-многообразием, необходимо и достаточно, чтобы в Г, суще- 
ствовало скалярное произведение (}, 5),, удовлетворяющее условиям: 


© Н=Нь ЧЯ=6, 9, Мь=0,, ЕБ) 


2° [. полно относительно |}. 
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Доказательство. Необходимость почти очевидна. В самом деле, 
пусть Н — самосопряженный оператор с областью определения Г.. 
Положим 


(У, =), = (НЬ Нё)- (р, =), р БЕГ, 


= УР, 


и`условие 1° выполнено. Далее, из 


тогда 


[Те — и — 0, п,т — ео» ет Е Г, 

следует 

[1 — 1! —0, |Нь—Ны| >0. 
В силу замкнутости Н существует ЕГ такой, что 

[14—/|—0, [Ныь-—Н\|—>0, по, 
следовательно, 
р, — ов = [1 -ЮР+[НЬ- НР 0, по 

и 25 также выполнено. 

Пусть, обратно, (}, 8), удовлетворяет 15°, 2°, и пусть А, В — опера- 
торы, фигурирующие в доказательстве теоремы Емейдг1евз’а. Положим 
Н=У В-!=И А, так что Н*=В-1; для {Г вектора Ну, Н?/ = В-\ 
имеют смысл и 

[НР = (НК Н) =(Н?, } =(В-Ч, )= (фр, =| 1. 


Рассмотрим теперь В только на Г; в силу 15, (2) и (3) 
(В, =] = [7 (БУ, 8) = (р, 8) = (Т, Ве), 8 ЕГ; 


поэтому В — ограниченный самосопряженный оператор в Г, (относи- 
тельно ($, #),). 

Так как из В/=0 следует }=0, то его область изменения на Г, 

2. = ВЕ ВА 
плотна в Г, (относительно (}, 5),); поэтому и Г, плотно в Г, (относи- 
тельно (р, &)1). 

Пусть теперь № — произвольный элемент из Г.. В силу только что 
сказанного существует последовательность }„ Е Г. такая, что | „— |, —>0, 
п —> + соо. Но тогда также 

[1—1 |—0, |Н/№— Ны| = — и —0, п, то, 
следовательно, в силу замкнутости Н, Нр имеет смысл. Итак, все Г, 
входит в область определения Н. 
Пусть Н, — оператор, равный Н и рассматриваемый только на /.; тогда 
Н,— замкнутый оператор. В самом деле, из 
[«-—№|-—>0, | Но» — 80 | 0, п> ©, ЬЕГ (5) 
следует 
| № — ил = | Но» — Ном | —0, п, т. 
Так как Г, полно относительно ||, то существует элемент 1, Е Г, 


такой, что 
[№—[-—0, п— о. (6) 
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Но тогда также |/„—№|—>0, следовательно, в силу (5) «= Е Ги (6) 
можно переписать в виде 
| Но» — Но |-— 0, 
откуда & = Но: у 
Таким образом Н,— замкнутый оператор, т. е. 


Но == ЛЯ 
(— обозначает операцию замыкания). Пусть теперь Н‚ — оператор, равный Н 


и определенный только на Г,; тогда* Н,=Н. С другой стороны, из 


НН. ЕН 
следует 
а 2 
1% @ 
Н=й с Вс, 
следовательно 


о, 

т. е. самосопряженный оператор Н имеет область определения Г, и 
Т, есть Н-многообразие. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть Г. — линейное многообразие, плотное в %, а 
(1, =), — скалярное произведение, определенное в Г, причем необязательно, 
чтобы из ||| =0 следовало }=0. Для того чтобы существовал положи- 
тельный самосопряженный оператор Н с областью определения Г,, 
удовлетворяющей условию 


(р, 8). =(НЬ Н$), ть ВЕ Г, 
необходимо и достаточно, чтобы из 


[%м— 11-0, |и— р ->0, пт о, (7) 
следовало 


ЕЁ, | Ю 1—0, по. (8) 


Доказательство. Необходимость следует из замкнутости И; 
обратно, если это условие выполнено, то ‘положим 


(Л, 8) = (Т, вЫ, 81, р, 5 ЕГ. 
"Тогда (], &)› удовлетворяет 1° теоремы 1. Далее, из 
[Да = [фа и 8 и 0, "И © 
следует, что существует ], такой, что |„-—/|->0, п— со; кроме того, 
[№ — т. —>0, п, т—> со. Поэтому ЕЁ и | «— |, —>0, следовательно, 
[1-5 = | В+ -— Л [—>0, п -о,. 
так что Г, полно относительно |} |5. , | 
Пусть В, А, Н — операторы, построенные для (}, 5)», как в доказа- 
тельстве теоремы 1 для (], 5):. Так как для 16 Г, 


1 См. Т. у. Меитапл (4), теорема 4. 
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то оператор А —1 есть положительный самосопряженный оператор. По- 
этому оператор 


М 1 
имеет смысл, и для [Е Гл, 
ЕР = (Е НЗ = (НР = ((А-ОЬЬ= (р, =. (9) 


Пусть ЕЁ; так как Г, плотно в Г, относительно |{|5, то суще- 
ствует последовательность {]»,} такая, что мЕГ. и 


[рю —>0, = 
Но тогда также 
—Ю|-0, [м-р 0, 
следовательно 
На = 0, По о, 


Поэтому, в силу замкнутости Н’, Н’ имеет смысл и 
ПИЯ ды ху 


так что Н’ имеет смысл на Г, и (9) выполняется на всем Г. Повторяя 
рассуждение, приведенное в конце доказательства теоремы 1, получаем, 
что Г, является областью определения Я’ и 


= ТЕР, 


откуда 
(НУ, Н’=) = (1, 5) ре? 


Будем называть скалярное произведение (}, г), обобщенным, 
если не обязательно |||; далее, мы7будем (}, г), называть замкну- 
тым, если из (7) следует (8); (|, #),, определенное в [., будем назы- 
вать продолжением (}, 2),, определенного в Г, ((}, =): С (}, #)5), если 
АС Ть, и в Га, (}, 8). =(}, 8). 

Легко видеть, что обобщенное (}, &), можно замкнуть, т. е. продол- 
жить до замкнутого (], 2). в том и только том случае, когда из 

ео (10) 
следует 
[1% —0. (11) 


В самом деле, необходимость этого условия очевидна; обратно, если 
это условие выполнено, достаточно в качестве Г, взять совокупность 
всех ›, для которых существует последовательность {}„}, удовлетворяю- 
‘щая условиям: 

[[№— у | —0, [№ — ть —0, № ЕТ, т оо, 
и для двух таких элементов /[ю, 5, положить 


(о бо) = Шт (№, 8). 
И-—со 
При этом существование предела справа, независимость (о, 25)» от вы- 


бора {м}, {2„!, его замкнутость и соотношение (}, 2), С. (р, #)5 проверя- 
ются непосредственно, 
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Пользуясь этой терминологией, получаем из теоремы 2 

Следствие. Для того чтобы обобщенное скалярное произведение 
(|, #)., определенное на линейном плотном многообразии Г, можсно было. 
замкнуть, необходимо и достаточно, чтобы существовал положительный 
самосопряженный оператор Н с областью определения Г, удовлетво- 
ряющий условию 


Доказательство. Достаточность почти очевидна; именно, если 
Гл ( > Г,) — область определения Н, то достаточно положить 


(7, 5)» = (НУ, НЕ) Г. ЕТ). 


Обратно, если (}, 2), можно замкнуть и (}, #)› с областью определе- 
ния [,— замыкание (}, 2), то (}, ), удовлетворяет условиям теоремы 2; 
следовательно, существует положительный самосопряженный оператор 
Н с областью определения Г, такой, что 


(НР, Нё) =(Ъ 8). ВЕЕТ, 
а значит, 
(7, &): = (р =)» = (Н], Нё), , &ЕГ. 
Это следствие можно еще сформулировать следующим образом: 


Для того чтобы обобщенное скалярное произведение (}, #)1, определен- 


ное на линейном плотном многообразии Г, можно было представить 
в виде 


(Р, 8): = (НУ, Н8) Г, 5 ЕТа, 
где Н — положительный самосопряженный оператор с областью опре- 
деления —)[1, необходимо и достаточно, чтобы из (10) следовало (11). 


ТЕОРЕМА 3. Если Гл, Г», ..., [ль (Е < + со) суть Н-многообразия, и их 


пересечение Г,— [41 : [ъ...Гк плотно в %, то это пересечение также 
Н-многооб разие. 


Доказательство. Пусть (}, #)1,..., (}, #)к — скалярные произведе- 


ния соответственно в Г[.,..., Г», удовлетворяющие условиям 41°, 20 теод- 
ремы 1. Положим 


(Л, 80) = (Т, ев &)ь, ЕЕГ. 
Тогда условие 1° для (}, &),, очевидно, уцовлетворяется. Далее, из 


| — т 6 = [№ — т... НД |« —>0, пм, т—> 00, № Е 
следует . 
[1% — т, —0, ..., | в — т [к —>0, п, т—> о. 


Так как Г, полно относительно |{|, (р=4,..., А), 


. то существуют 
Е Гл,..., бк Е Гь такие, что 


[№— а, || —>0,..., | №— #ь « —>0, п—> о, 
следовательно, в силу условия 1° теоремы 1, 


в —&,/—0,..., |{«— в |0, п ©. 
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Поэтому 
Я: 58 —... 260 
и 
[о — а 6 = [в В-Е.. Е №—фай—0, по, 
так что [, полно относительно |] |5. 


Таким образом (}, &), удовлетворяет 14°, 2 теоремы 1, следовательно, 
Т, есть Н-многообразие. 


ТЕОРЕМА 4. Если Г, есть Н-многообразие и },..., № (Е < + о) — 
произвольные элементы $, то совокупность {Г,|,..., в} всех линейных 
комбинаций 

аа -... Не, ЗЕЕ 
также Н-многообразие. 

Доказательство. Докажем сперва это утверждение для А =1. 
Если р ЕГ, то {Г,, |1} = Г, так что в этом случае утверждение тривиально; 


если же | ЕГ‚, то всякий элемент ФЕ {Г,,|\} однозначно представляем. 
в виде 


ф=Е- сю, 8ЕГ. 


Пусть тогда (}, 5), — замкнутое обобщенное скалярное произведение в /.;. 
определим скалярное произведение элементов 


ф=а-е, =, &гЕГ 


равенством й 

(Ф, <’) = (в, 8’). сс’, 
так что 

Ге =Е-Е с. 
Тогда из 
|" — 9% |—0, п 0, Фи= и си, ЕЁ 
и 
| Фи — 9т [в —0, п, т—> о 

следует 


[п-т ОР ви |-> 0, ют, (12) 


так что с, = с„ существует. Отсюда следует, что существует также 


п®—со 


(в смысле |} |) 
80 = Ши и = Ш (Фи — сир) = Ф0 — Со]. 
П-со 


В силу (12) и замкнутости (},2),, % ЕЁ и |6 — 2. |1 —>0, п-> со, сле- 
довательно, Фо = в, со Е {Г, 1} и 
[фи — Фо [8 = | в — во 1+ |с®— 6,“ —0 по. 

Таким образом ($, $’), — также замкнутое обобщенное скалярное произ- 
ведение, а потому {Г,,}} есть Н-многообразие. 

Если теперь уже доказано, что [»-1 = {Ё,, 1, ..., №р-1} есть Н-много- 
образие, то в силу = 

Гр = {Г, р, ...) р} я {Гр-1, 12}, 


Гр также Н-многообразие. 
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ТЕОРЕМА 5 *. Для того чтобы линейное многообразие Г, плотное 
в 9, было Н-многообразием, необходимо ш достаточно, чтобы в Г суще- 
ствовала последовательность элементов Ф„, определенная для всех поряд- 
ковых чисел а < некоторого % и удовлетворяющая следующим условиям: 
1° Для всякой счетной последовательности $, (п=1,2,...) и для 


со со 
всякой последовательности си, для которой > [6 |? < -Ё сэ, ряд бп Фа 
П=1 П®=1 
сходится сильно в 9 и 
| с 2 со 
У е., =» [зы (13) 
Я—1 1—1 


20 [, состоит из тех и только тех элементов }Е 9, которые пред- 
ставляемы в виде 


№ Ст Фа № [с < о, 
П—1 П=1 


причем это представление однозначно. 

Доказательство. Пусть Г, есть Н-многообразие, а (}, 5), — ска- 
лярное произведение, удовлетворяющее условиям 41°, 2° теоремы 1. 
Тогда Г, — гильбертово пространство относительно (}, #), и любая орто- 
нормальная система элементов ф„ в Г, (относительно (}, &)1) удовлетво- 
ряет условиям 41°, 25. 

Обратно, если такая система х„ существует, то для двух произволь- 
ных элементов /, 


[>] [®.®) 
№ Сп Фа в, о Сп Фат 


П®=1 п=1 


{включением коэффициентов с», с», равных нулю, можно добиться, что 
система Фо, одна и та же для [ и ©) полагаем 


(№, т, (14) 


П=1 


Тогда, в силу (13), И» [с„ |“ >|]; кроме того, С со скалярным | 


П=1 


произведением (}, #), изоморфно (необязательно сепарабельному) гиль- 
бертову пространству последовательностей {с„}, следовательно, Г, полно 
относительно (}, #)1. Таким образом (}, 2), удовлетворяет условиям 15, 2° 
теоремы 1, следовательно, /, есть Н-многообразие. 

Построим теперь пример линейного плотного многообразия, не являю- 
щегося Н-многообразием, причем для простоты будем рассматривать 
случай сепарабельного $. 


* В этой теореме содержится ответ на вопрос, поставленный М. М. Гринблюмом. 
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Пусть $, — полная ортонормальная система в 9, а /, — совокупность 
всех конечных линейных комбинаций ‹„. Если бы Г, было Н-много- 
образием, то существовало бы скалярное произведение (}, 2); в [,, удо- 
влетворяющее 1°, 2° теоремы 1. Так как х„— линейно независимы, то 
их можно заменить такими их конечными линейными комбинациями \*„, 
которые образуют ортонормальную систему относительно (], 5)1, причем 
совокупность всех конечных линейных комбинаций элементов ф„ совпа- 
дает с /.. 


Положим 
Пе 
В=1 = 
в силу 
[1 — {в |. = С [вь ^—0, п ПЕ. 
В=п-1 


существует элемент / Е Г, такой, что | |, — № |, —>0 при п —> со. Но, с дру- 
гой стороны, в силу 
(10, фи) = ск +0, 
о не может быть линейной комбинацией конечного числа Ф„. Отметим 
далее, что существуют Н-многообразия Г., Г», пересечение которых 
состоит из одного нуля. В самом деле, пусть ®—совокупность всех 
функций }(х), имеющих суммируемый квадрат в интервале [0, 1], и пусть 
р(2) —функция, непрерывная в интервале [0, 1], но не имеющая ни 
в одной точке [0, 1] производную и удовлетворяющая в [0, 1] неравен- 
ствам 
С) < ОФ 


Обозначим через Г.., [.› совокупности всех функций [(5), 2 (52), пред- 
ставимых в виде 


я 


и положим для [Е Га, 5 Е Г. 
А} =$=] (2), 
Ав =ф= (Рё). 
Операторы А., А. — замкнутые (см. например (*)), следовательно 
в силу замечания на стр. 165, Г., Г» суть Н-многообразия. С другой 
стороны, Г.Г. = (0). В самом деле, из равенства (2) = (2) = 0 следо- 
вало бы 


5 Известия АН, Серия математическая, № 3 
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так как числитель и знаменатель имеют производную почти вбюду, 
и знаменатель отличен от нуля на множестве положительной меры, 
то вышло бы, что р(1) имеет производную на множестве положитель- 
ной меры, что невозможно. 

В заключение отметим ряд предложений, связывающих рост замкну- 
того оператора с его областью определения и верных для любого про- 
странства типа (В) (3). 

ТЕОРЕМА 6. Пусть Е — норми рованное пространство типа (В) 
(не обязательно полное) с нормой |||, Е, Е-—его линейные подпро- 
странства, причем ЕС Е»; пусть || |1, |}|5— две другие нормы в Е1, Е» 
соответственно, удовлетворяющие условиям: 

1° |} < Ш, || < 1 при ДЕ Га, Гь соответственно; 

25 Е!, Е) полны относительно |} |1, | {|5 соответственно. 

Тогда для любого ЕЁ; и некоторой константы С 


= С |. 
Доказательство. Положим 
Ра = 6-1, ЕВ; (15) 


тогда |]|з является нормой в Ё;, причем Е полно относительно |}}. 
В самом деле, из 
[№ — т —>0, п, т— о, м, [тЕЁЕ, 


в силу (15) следует 
[№ — т. —0, [№ — т в —>0. 


Поэтому в силу 2 существуют элементы д ЕЁЕ,, ЕЕ, такие, что 
[7 — в —>0, [1—2 —0 п—> оо, 


а следовательно, в силу 15, 
[№—/|-—>0, [№— | —>0 п. —> со, 


Но тогда № = ро и 
[№ — лв=|м—№ | и С О. в. 


Так как, кроме того, |] | > |} |1, то по известной теореме $. ВапасВ’а 
[см. (3), стр. 44, теорема 6] |}|; и ||, топологически эквивалентны. 
Поэтому существует константа С такая, что |] | + |1] < С|/|., следова- 
тельно, и подавно |] |5 < С |}. 

Следствие *. Пусть Е, Е, Е., |}|, ||, [15 таковы же, как 
в теореме 6. Если Е! = Е», то ||| и ||, топологически эквивалентны. 

Доказательство. Так как в этом случае Е, и Е, можно поме- 
нять местами, то 


[АБ = СИ УЬ, 116 = С5|1 |, ЕЕ, =Е,. 


Замечание. Из последнего предложения следует, что всякая 
банахова норма |||, удовлетворяющая условиям 41°, 2 теоремы 1, 
топологически эквивалентна норме |] |, рассматриваемой в этой теореме. 


* Этот факт независимо от меня обнаружил также И. М. Гельфанд. 
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В частности, условия 1°, 2° теоремы 1 определяют ||, однозначно 
с точностью до топологической эквивалентности. 

ТЕОРЕМА 7. Пусть А,, А, —0ва линейных замкнутых оператора 
в полном пространстве Е типа (В) с ‘областями определения Гл, [.», 
плотными в Е, и пусть для }Е Гл, Г» и некоторых Су, С. 


ГА. > СР [> СЫ. (16) 

Если тогда [1 СГ», то для всех } Е Гл и некоторого С 
[45 /|<С1 4, |; (17) 

если ке Г. = ТГ», то для всех |6 Га и некоторых С’, С" 
СА} = | 45] | < С” | 41 |. (18) 


Доказательство. Положим для / Е Г, [,» соответственно 


И, 


тогда |} |1, |} |5, Е: =Гл, Е, = Г» удовлетворяют условиям 41°, 25 теоремы 6. 
Именно, 1° следует из (16); далее, если 


о №) тЕГа, пт-> 05, 
то также 
|®—т|-—>0, [А №— А, ш|-—>0, пт о; 
следовательно, существуют [, ЕЕ такие, что 
[1 —/01—0, [4А.м—8|—0, по. 
Так как А, — замкнутый оператор, это означает, что %Е/:, АА № =в и 


и—фф = и —>0, п оо 


Применяя теорему 6, получаем 


У = СВАИ 
С, 


откуда и следует (17). Второе утверждение теоремы является непосред- 
ственным следствием первого. 
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М. ХЕОМАВК. ОХ ТНЕ БОМАГХ ОЕ А ЗЕГЕ-АОЗОГУТ ОРЕВАТОВ 
ЗОММАВУ 


Тре ргезепё пойе сопба1тз зоше песеззагу ап@ зи слепф соп4Илопз 
Гога Ппеаг шапИо!4 4епзе ш Ве НИЪегё зрасе(') © 10 Ъеа 4отаа 
ор а зе!-аауотй6 орегафог. п рагИси]аг а фаезйоп 13 зо]уе@ улов уаз 
ргорозе4 т а рарег о# М. М. СтеепЬ аа (?). Зоше оЁР \№е гезаИз аге 
а1з0 {гае ог ап агЪИтагу погтей зрасе оЁ Бе буре (В) (3). 

Ре! ! пт тор. А Ппеаг шап Мо! Г, Чепзе ш Ме НИЪегь зрасе $ 
\Ш Ъе саПей ап И-маитЁо1 4, 1 Феге ех154з а зе{-а4]о1пф орегабог 
ми фе доташ /.. 

У\е пое ар Г, Ш Ъе ап Н-тапНо]Я аз зоор аз \Теге ех1з{з а 
Ппеаг с10зеф орегабог \Иф 4Ве Чоташт Г; ш {асё, Бу а Теогеш с 
7. у. №еитапл (*), Я =У А*А цв а зе{-аа}оф орегафог уиВ Ше 40- 
таш Г. 

ТНЕОВЕМ 1. А Ппеаг тапфо!а Г, аепзе т % 15 ап Н-танюаа {4 
ап ощу 1] йете елл51$ а пеж зс@йаг ртодисё (|, #), аерйпеа оп Г апа 
запзруте ше рюЦовлте соп@ипопз: 

д 1 

= Ь (=, =, Ру, 

2° Г, 15 сотрае жи тезресё 10 |} |. 

Ргоо. ТВе песеззцу Ё{оПо\уз пошед1аеу: И Н 1з а зе !-аЧ]о1а оре- 
табог УИ Фе 4оташ Г, еп 


(р =). =) -Е(НЬ Н), Ь 8 ЕЁ 


заизМез 41°, 2°. биррозе по\у сопуегзеу аб а (р, 2), зайзуше 14°, 2° 
ех1543. Что а \ме|-Кпомио Теогеш о! Е. В1ез2 (8) ме Чедасе гот 
[49 8) [= 78| = УН8:| 16%, 8ЕЁ 

\ВаЁ {Ъеге 6х1$45 ап орегабогз В \ИВ \е ргорегЫез: 

ФЭ=(ВЬ а В ВН, == р, 168, вЕГ, ВУЕГ. (4) 

Ву (1) В в Боцадеа апа зе!-а@ 1016; Гагег 

(В = (В), В), >0, |ЕГ, 

30 Та! В 15 розилуе, ап гот В/=0 ц Ю0Помз ав 


(7, =) = (ВУ, 8), =0, зЕГ. 


З1асе Г, 13 Чепзе шт %, /=0; (Ваз В" ех184з оп Ще гапое Г, (СГ) © 


В, Гл 13 депзе ш 9, апа В" 13 розийуе, зе{-аа}01п6, ап4 зайзНез * 
(В в) = (8) ФЕ, ВЕГ, (1а) 
Сопз14ег В оту оп Г); Шеп, Бу (1), В 1за Бопиаеа зе[-а4 ]ота® оре- 
табог т (Фе НИБегЬ зрасе Г, (\ИВ гезресё 10 (7, 5):)}; Бепсе 3 гапое 
[.=ВГ, оп Г, 13 Чептзе ш Г (\ИЬ гезресь. 10 (1, 2):) апа ‘ТегеГоге 
1.; (Г) 13 ав0о Ч4епзе ш Г, (\ИВ гезресь 10 (}, #),). 


о ГНО НВ пор. 


ай 
* Бо Гаг ме \уеге гоПоуше К. Емейг1с Из (5). 
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Е ЮЕГ, Шеге ех131з а зедцепсе [м Е Г. зас Н аз 
|7, — № —0, п 
ап4 ФегеГоге 
1—1 |-—0, НА — Ни [= № -- =, —0, п, т оо. 

Эшсе М 13 с1озе4, {» Бе1отез 40 {Ше Чотала оГ И; Шиз Г, Бе]опез 10 Фе 
Чотпа1а оЁ Н. 

№ \ 1её Н, Бе Ше орегафог уме Ваз \е Чоташ /, апа 13 ефиа] 0 
Н оп Г. Зее Г, 13 сотрее \ИВ гезресё 10 |]/|:, Ну сап Ъе еазПу 


ЗВо\п 10 Ъе с1озе4, 1.е., Я,=Н. Еамег 1её Н, 5е=И апа Вауе е 
дотат Г,. Твеп* Я, =ИН; Шаз ош НС Н СН зе сопс]а4е \Ваф 


Н=йСсЙ,=НС.Я=Н, ава Теге!оге Но. =Н. $0 Н Баз \е дотат 
[, ава Г, 13 ап Н-тап\Чо|а. 

А зса!аг ргоась (}, 5), мШ Ъе саПед вепега112е4а, # |} |1 =0 
Чоез поф песеззагИу ипр!у /=0: а оепега2е зсайаг ргодисб ({, 5). 4е- 
Ппе4 оп Г, \Ш Бе саПе ап ехфепз1оп оГа сепега2е зса]аг рго- 
Чись (], ), Чейптед оп Ё, И Г.С Г, апа оп Га: (}, 2), = ($, #). А зепе- 
га112е зса!аг ргодась (}, 2), Чейпей оп (}, #), \Ш Ъе за14 10 Ре с1о- 
зе4, И {том 

[и —№ [> 0, и ЪЬЕГа, п, т © (2) 
и Гоо\з 
ЕС О, п—> о. (3) 
Ц сай Бе еазШу звоми Фак а сепегаЙе@ зса]аг рго@ас( ({, #), 4ей- 
пе оп Г, Баз а с10зе4 ехепзюп, И ап@ юшу И 
[1—0 | Ь—>0, №ЕГ1, п, т © (4) 
иарПез : | 
|[ыь—> 0, и — ©.” (5) 

ТНЕОВЕМ 2. [е Г, $е а Ппеаг тап 4. 4епзе т %, апа (р, 8): а 
вепстайзе4а зсайаг ртодсй де пед оп Г. Тлеп а розилое зе ]-аатоти оре- 
тафог Н фи йе аотат Ё зайзрлпе 

(У, #1 = (НУ, НВ), Л, 8ЕГ 
6.1515, | апа ощу 4 (р ЭЛ 45 с105е4. 

РгооГ. Тье песеззЦу ” 13 оЪу10 08; сопуегзе]у, И 13 сопацлоп 1$ 

зайзНей, рав 

(Т, 8) = (Т, ВС, 8), И ЗЕГ,; 
Реп ({, 2). зайзНМез 14°, 2 оЁР \Ъеогет 41. Ге Я Бе Ш\е орегабог аззо- 
слаей \иВ (р, $), 1 Ше заше мау аз миь (р #), ш Ше ргооЁ оЁ \Вео- 
тет 4; (Вер ру Но =У Н? —1 — 1. Те аотала о? Ну 13 \№е зате аз 9 Н, 
те т ап 


НЯ ТВ, 1ЕГ; 


{ВегеГоте 


Ну, Но) = (в), 1, Е Г. 


* Зее Т. у. Меитапп (4), Твеогет 4. 
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Сого! агу. [её (|, #), 6е а вепегаПлей зсайат ргодист аерпеа оп а 
Ппеаг аепзе тап]а Г; атеп (}, 2), №а$ а с1о5е4 елдепяюп, Ц апа ому 
{| Шете е1151$ а розиее 5е1]-аатотф орегают Н жив фе аотат > Г, 
зайзруте 

(У, &)1 = (НУ, Н8), р, 5ЕГ.. 


ТЬ1з согоПагу тау Бе а1зо {ого а4еЯ аз 1оПо\мз: 

Геё (}, г), ве а гепетаЙле4 зсаг-ртодисё 4ейпе оп а ИПпеаг 4епзе 
тат 1; 4теп а розилее зе ]-а4уозта орегафог Н тив ;!е дотат > Е 
5апзутя 


(, &:=(НЬН), БЕГ, 
©4315, { ап4 ощу Ц 
[№1 -—0, № — м —0, РЕГ, п, то 


атрИе$ 
[|1 —>0. 

ТНЕОВЕМ 3. 1} Г), Г%,..., Гь (Е < + ©) атге Н-тат]ю]4$ ата 
рег ищетзесиоп Г=[л:[...Гь 85 а4епзе т 9, еп Из итегзесиоп 
15 а[50 ап ини 

Рроо[. ев (уе... Эь Ве за реа Е. В 


заизуше 19, 2° 0 о И Гог [1,...,Шь гезр. Тьеп 
(Кё =Фё +... +8» 


зайзНез 1°, 2° оЁ \еогетш 4 {ог Г.. 


ТНЕОВЕМ 4. 1} Г, 15 ап Н-тап фа апа р,..., р (Е < + о) ате 


атфитату @етеп15 т %, еп йе тапаа {Г,|,..., В} 9 Ипеаг сот- 
рпайоп5 


ай - 55° + сы», 5ЕГ, 
15 а150 ап Н-татаа. 
Ргоо{. 1 А =1; 1Ъе аззегНоп 13 оъу1юиз, И РЕГ. И ЛЕГ, еп 
еуегу еететф ФЕ {Г,, }} 13 тергезеа е 11 а ип1ае таппег 1щ Ве ог 
фе, ВЕР. 


Геф (], #), Бе а сепегаПе@ с1озе@ зса]аг ргодас 11 Г; ог 


Ее, =’: в. ЕГ, 
\уе риф 


(ф, $’) = (я, 5’). сс”. 


Твеп ($, $’)» 13 а1з0 а репегаЙже@ с1озед зса]аг ргодиеё ш {Г, Н}. 
Наушс ргоуе4 оцг \Теотет {ог Х=41, \е ргоуе 1 !ог апу А Бу шапсйол. 

ТНЕОВЕМ 5*. Ге Г, 6е а Ппеаг аепзе тап о 4; еп, Г, 15 ап Н-тапз- 
214, { апа оту 4} Фйеге ех151; а зедиепсе о} @ететз {Фа} т Г, аерпеа 
фот аП отата] питфетз & <, ап4 заизрите 11е ЮПофте сот опз: 


* ТЬЫ$ Шеогет 15 \Пе апз\уег 40 Ве длезИоп ргорозе4 ру М. М. Стееп ам (?). 
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1° Рог ебегу соипёаМе зедиепсе Ф„„ (п=1,2,3,...) апа рю еъету 


со со 
5едиептсе си #ИЙ Ус» < - < Ше 5е1е5 > сопоегзез 51топе у 
П=Т ПИ=1 
т 9, апа 
со со 
2 2 
| Уна |< Хо, Р. 
П=1 п—=1 


22 Г, с0п51515 0} 1озе ап оу Ф1озе @ететз Е ©, вле ате герге- 
зела Ме т а итлдие таппег т те рютт 


= У сибаи, Ре -- о. 
И п —=1 


РгооЕ. И Г, 13 ап Н-тапНо14 апа (}, =), 13 дейле4 аз ш ШФеотгеш 4, 
(Веп Г 13 а НИБег6 зрасе \ИВ тезресё 10 (}, 2), ап4 еуегу сотр ее 
ог(Вопогта] (\ИЪ гезресф 10 (], #):) зе о„ ш Г, замзНез 41° апа 2. 
Сопуегзе]у, Ш Ф„ ех13ёз, риё {ог 


= р Став, = 3 аа 
й=1 П=1 


(7, =): = м Спбт. 
П=1 
ТБеп (], °), замзЙез 1°, 2° ор \Теогет 1; из Г 13 ап Н-тап Нав. 

Ап ехашр]е оЁГ а Ппеаг 4епзе тап{о]!@ \Ъ1сЬ 1$ 006 ап Н-тапо]4 
сап Бе еазПу о1уеп. 50 №е зе о? а ИпИе Ппеаг сошЬ1тайопз оЁ Ве 
е]етлепбз оЁ{ а сотр]ее огВопогта] зе {©„} Ваз {№13 ргорегбу. 

Еиг&Бег {Веге ех136 а1зо Н-тапЦо]аз Г, Г» зас 4Вав Г, - Г. = (0). 
Таке, {ог 1пз(апсе, №ог_.© 1Ъе зеф о! аП Гапейопз }(5), У№еЬ аге Глефез- 
сие з4цаге затта]е 11 (0, 1), апа Гог Га, Г. гезр. &Ве зефз оЁ аП Гапс- 
лопз ] (2), #(5) гергезема е 11 Фе {огт 

1 


Каас фа, вые [с + (ше ], 
0 0 


уВеге $, фЕУ ап4 р(2) 13 сопйпчомз, поё ЧШегепма Ме аб апу роши 
0 (0,1) ап заафуше С, <р(л) < С», Сь, С. >0. Тьеп Га, Гь аге 
Н-тап\{0]4з апа Г, : Г. = (0). 

ЕшаПу \е ро1пё ойб зоше Гасёз \уБлеВ аге 1гае {ог агЬИтагу зрасез 
о 1е фуре (В). 

ТНЕОВЕМ 6. Леё Е фе а погтей зрасе о} 1е Фуре (В) ви? 1е потт 
[| (моё песеззатИу сотрейе) апа Е;, Е» 4%о Птеаг тат; т Е; 4 
ЕС Е», апа (её |} |1, |1 6е 1%0 поттз т Е\, Е» тезр., запзИдпе Ше 
оИовлте соп4илопз: 

1° ||, |711, РЕЕь, Е» гезр.; 

25 Е., Е, ате сотрае тий тезрес 10 || |1, [1]. 
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ТАеп ]ог есегу [Е Е, апа $оте сопздат С 
МЕН 
РгооГ. Р\ 
ГР =, ЕЁ); 


{Вер Ё, сап Бе еазПу зВо\уп 10 Бе сотр!ейе \мИВ гезресф 1ю |}|з. 51исе 
тогеоуег |} =|/|, =|/|. \е сопе]а4е Бу а Ш\еогет оГ $. Вапасв 
((3), р. 41), {ав |{|з ава |}|, аге форо1оз1еаПу едляузепи. ТВаз |] |3 = 
С |1, 10г зоше С, апа 1Ъегеоге |} |5 = С |7]. 

Сого1]агу*. Ле! Е, Е, Е, |1, |, |ЛЬ 8е 4ерпеа а5 зт теогет 6. 
Е =Е., еп |||, апа |||. аге поро овсаПу едит ета. 

ТНЕОВЕМ 7. [е А,, А, фе 1то Ипеаг с1о5е4 орегафотз т а сотр- 
1езе расе о} 1е Фуре (В) тай йе 4отатз Гл, [ь аепзе т Е, апа 1 


ГА си 14| >С (6) 


{ог ТЕТл, Г» геёр. апа зоте Су, С.,. 1 пож С Г, йе 


А = САЙ (7) 
дог а! }Е Та апа зоте С; И [1 =1[., еп 
СГАЛ = 1451 = С" | А | (8) 
юг ГЕГа ап зоте С’, С". 
Ргоо[Г. Рай 
ОТ, А, УЕДа, Ра тезр. 


шее А:, А», аге с10зе4 ап4 ЕЁ, 13 сошр!ее, ||, |||. апа Е, = Га, 
Е. = вазу 15, 2° о? Шеотешт 6. 'Тьаз. ИД СР, 


ГА о, |4 | С’С 
С. С о => |457 | = с АИ ТЕ 14. 


Зо ме Вауе (7); (8) 13 ап пише аще согоПагу оЁ (7) апа [= 44. 


* ТЬ1$ Гасф \аз а150 [очи омё 1шЧерепаеп у гот те Бу Г. СбеЁаоч. 
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Серия математическая Земе та{Петайаце 


Б. В. ГНЕДЕНКО 


К ТЕОРИИ ПРЕДЕЛЬНЫХ ТЕОРЕМ ДЛЯ СУММ НЕЗАВИСИМЫХ 
СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 


(Представлено академиком С. Н. Бернштейком) 


В статье излагается общий метод доказательства предельных 
теорем для сумм независимых случайных величин. Найденные в ней 
необходимые и достаточные условия существования предельного закона 
и сходимости к нему законов распределения сумм применяются к раз- 
личным специальным предельным законам. В частности, почти без вся- 
ких вычислений, выводятся необходимые и достаточные условия для 
закона больших чисел, центральной предельной теоремы теории веро- 
ятностей и др. 


Введение 


За последнее десятилетие в теории вероятностей достигнут значи- 
тельный прогресс в изучении предельных теорем для сумм независимых 
случайных величин. За это время не только получили полное решение 
классические предельные задачи — нахождение необходимых и доста- 
точных условий для применимости закона больших чисел [ Колмогоров, 
1926 г. (5)] и отыскание необходимых и достаточных условий для тео- 
ремы Лапласа-Ляпунова |ЕеПег, 41935 г. (1), 1)],—но также были 
поставлены и большей частью решены новые проблемы и значительно 
расширены постановки старых. 

В классических задачах рассматривалась последовательность 

аи Со 
независимых случайных величин; для этой последовательности строи- 


лись суммы 


5%=а 1... +4 


и по отношению к ним ставились вопросы: при каких условиях 


10 Р| =} ——>0* 


И-—со 


для каждого = > 0 (закон больших чисел)? 


о 5в — Е$ъ Е ) И 
: РЕ <} вы Из 


* Здесь и всюду дальше я употребляю общепринятые обозначения: Е (у)—мате- 
матическое ожидание у, Р {... } — вероятность неравенства, указанного в скобках 
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{теорема Лапласа- Ляпунова или центральная предельная теорема). 
При этом в первой проблеме из требования Р { | 5и — Е5и | > ®п } —>0 


п-—со 
автоматически получается, что при любом з>0 


ы 
равномерно относительно А (1 = < п), а во второй проблеме требуется, 
чтобы 


=} 0 (1’) 


Е (1. — Ехь)? 
шах — (@ #) > 0. (2) 
1<<п Е (5, — Ез») пс 
Теперь те же, в сущности, предельные задачи, относящиеся к схеме по- 
следовательности 
С ИС (2) 


независимых случайных величин, ставятся так (в скобках я указываю 
авторов постановок проблем): 

1. При каких условиях для данной последовательности положи- 
тельных лостоянных В, >О можно подобрать такие постоянные 
А» (— << А, < - 5), что при любом з>0 


$ 
г: >=; =—>0 


Въ 


[А. Н. Колмогоров, 1928 (5); У: ЕеПег, 1937 (1?)]. 

2. Предполагается, что случайные величины 5% неотрицательны, 
т. е. что Р{ 2. <0}=0 при всех. А. При каких условиях можно по- 
добрать такую последовательность постоянных В„ > 0, что 


р 


при любом з>> 0? [А. Я. Хинчин, 1935 (18\]. 
3. К каким законам могут сходиться законы распределения по- 
следовательности сумм 


п-—со 


и} 0 


до а --- У. 
в 


при подходящем выборе постоянных В, >0 и А, 
‘(— © < А, <- 0)? [А. Я. Хинчин, 1936]. 

4. Каковы условия, при которых можно подобрать постоянные 
В, >0и А, (—< < А, <-+ о) так, что законы распределения сумм 


а... +9 А 
п 


$п = В 
п 


сходятся а) к определенному предельному закону, Ъ) к какому-нибудь 
предельному закону? 
5. Особый интерес имеют проблемы 3-я и 4-я для частного случая 


последовательности (2), когда все хь имеют один и тот же закон распре- 
деления [Р. 16уу, 1925 ($)]. 
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, 


В настоящее время получено исчерпывающее решение проблем 1-ой 
[А. Н. Колмогоров (5) для случая В, =п и 5. ЕеПег (12) в общем слу- 
чае], 2-ой [А. Я. Хинчин (18) для одинаково распределенных слагаемых 
и А. А. Бобров (2?) в общем случае] и 3-ей [Р. Тбуу (8)]. Проблема 4-ая 
решена только для закона Гаусса [Р. 16уу (7?) и (?), У. ЕеПег (1), 
Ти П]. В проблеме 5-ой найдены класс предельных законов — устой- 
чивые законы [Р. Гбуу (5) и (15), А. Я. Хинчин (1)] и условия сходимости 
к закону Гаусса [А. Я. Хинчин (“4)]. 

А. Н. Колмогоров предложил вместо последовательности случайных 
величин рассматривать последовательность серий 

а 
независимых в каждой серии случайных величин, и для законов распре- 
деления сумм 


бп =... Ель 


искать предельные закономерности. Понятно, что проблемы 1—5, 
сформулированные нами для классической схемы последовательности 
независимых величин, возникают также для более общей схемы 
А. Н. Колмогорова. Заметим, однако, что проблемы 1—5 не предста- 
вляют особого интереса, если на слагаемые х„к не накладывать ника- 
ких добавочных условий. Действительно, если х»ь не подчинены ника- 
ким дополнительным условиям, то для проблемы 3, например, мы 
получим, что любой закон распределения Ё(т) может выступать в ка- 
честве предельного для законов распределения сумм 


Зв = ЯН --... +2. (3) 


Для этого достаточно только подобрать последовательность серий спе- 
циальным образом. Например первое слагаемое в каждой серии взять 
распределенным по закону Р(х), а все остальные с достоверностью 
равными нулю (т. е. с законом распределения (2) вида (2) =0 для 
< Обе) = для 0): 

Проблемы математической статистики и теоретической физики, сво- 
дящиеся в чисто математической части к изучению предельных законов 
распределения для сумм, подсказывают разумные общие ограничения, 
которые следует наложить на случайные величины. Эти ограничения 
состоят в требовании предельной пренебрегаемости сла- 
гаемых (бесконечной малости слагаемых). 

Определение. Величины ил (1 << ^А»;. п=1,2,3,...) назы- 
ваются пренебрегаемыми в пределе, если равномерно относительно [р 


(<< ,) 
Р{ |1 | >=} —>0 


пс 
при каждом = >> 0. 
Очевидно, что требования (1’) и (1") в классической проблематике 
приводят как раз к предельной пренебрегаемости слагаемых 
+, — Еть 
ИЕ(5„ — Езн}* 


1, — Ет 
и ив = к " В Е Прь 
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Для схемы последовательности (2) также, естественно, выдвигаетел 
требование предельной пренебрегаемости слагаемых. Для нее оно 
состоит в том, что равномерно относительчо А (1 < А =< п) предпола- 
гается выполненным предельное равенство 


при любом з >> 0. 
Для схемы А. Н. Колмогорова были получены следующие резуль- 


таты: 
1. Доказано предположение А. Н. Колмогорова о том, что класс 


предельных законов для сумм 
7% 
$п = Хил -Е Жи -- ... ХТткь (4) 


предельно пренебрегаемых независимых слагаемых совпадает с классом 
так называемых безгранично делимых законов [А. Я. Хин- 
чин (15)]. Частный случай этой теоремы А. Я. Хинчина, в предполо- 
жении, что 

а) Ни 0, Етаь < == 69; 

Ъ) мах А хрь ее 0, 


1<А<Ав = 
т 

с) О Пь © 
В=1 


был получен Г. М. Бавли ('). : 

2. А. Я. Хинчин доказал также (15), что если величины ил (1 < А = Аи) 
имеют один и тот же закон распределения К (5,5 а»), где постоянные 
$, > 0 иа» зависят только от п, то все равно класс предельных зако- 
нов для сумм (4) совпадает с классом безгранично делимых законов. 

Настоящая работа посвящена изучению предельных законов для 
сумм независимых случайных величин. В ней доказывается ряд общих 
теорем, относящихся к одномерным, вообще говоря, различно распре- 
деленным, случайным вельтинам. В частности, в предлагаемой работе 
содержатся теоремы 4 и 4’, в силу которых для того, чтобы законы 
распределения сумм 


$п = 1-Е Хи... -- Хи 


независимых в каждой серии, пренебрегаемых в пределе случайных 
величин сходились к предельному, необходимо и достаточно, чтобы 
к тому же предельному закону сходились законы распределения сумм 


бп = 2 - Жие--... + Хань 


независимых, специальным образом подобранных безгранично делимых 
случайных величин. 

Эта теорема вместе с теоремой 2 настоящей работы, устанавливаю- 
щей условия, необходимые и достаточные для сходимости последова- 
тельности безгранично делимых законов к предельному, рассматривается 
мною как фундамент общего метода доказательства предельных теорем 
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для сумм независимых, пренебрегаемых в пределе случайных величин. 
Идея этого метода состоит в том, что суммы 


$т = 1-Х... -Е Яивл 


данных нам величин, с законами распределения, вообще говоря, про- 
извольными, мы заменяем суммами 


$т = Жил Хи Е ... -- Хр 


тесно с ними связанных безгранично делимых слагаемых. Такая замена 
позволяет нам не только унифицировать доказательства разрозненных 
доселе фактов, но и в значительной мере упростить и сократить необ- 
ходимые при этих доказательствах вычисления. Эти упрощения явля- 
ются результатом того, что вместо всего разнообразия законов распре- 
деления мы получаем возможность ограничиться рассмотрением только 
специального класса законов безгранично делимых, для которого 
операции сложения и перехода к пределу особенно просты. 

Непосредственное отыскание закона распределения суммы х=а. | х. 
двух независимых случайных величин х, и 4. с законами распределе- 
ния Р, (2) и Е.(х) требует вычисления композиции этих законов 


Е (2) = \ Е, (1—2) ЦЕ, (2). 


С целью обойти необходимость прибегать к этой сложной и трудно 
обозримой аналитической операции был введен аппарат характеристи- 
ческих функций, позволяющий упростить операцию композиции: сло- 
жению независимых слагаемых соответствует умножение их характе- 
ристических функций: 


(= (2) у Ь (1). 


Выигрыш, который мы получаем от применения характеристических 
функций, понятен, но, к сожалению, этот аппарат вводит трудность 
другого рода: функциональная природа характеристических функций 
значительно сложнее, чем природа законов распределения. Обеих этих 
трудностей, как это показывает формула П. Леви, для безгранично 
делимых законов не существует. В самом деле, согласно этой фор- 
муле, сложению независимых безгранично делимых величин соот“ 
ветствует сложение неубывающих функций с ограниченным измене- 
нием (С (и) =(, (и) - С.(и) в рассматриваемом нами примере) и действи- 
тельных постоянных (1=\1, +15). Таким образом через посредство 
функций С (и) для безгранично делимых законов распределения удается 
операцию композиции законов свести к операции сложения монотонных 
функций, избавиться от аналитической сложности характеристических 
функций произвольных законов распределения и, кроме того, как это 
показывается в теореме 2, получить весьма простые условия для перс- 
хода к пределу. 
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Этим еще не исчерпываются выгоды, получаемые от замены произ- 
вольных слагаемых безгранично делимыми. К перечисленному нужно 
добавить, что функции Ск (и) (или М, (и) и № (и)) в формуле 
П. Леви для построенных величин Х„к выражаются весьма просто 
(линейно с точностью до Фи» (1)) через законы распределения слагаемых 


4 


Сл (и) = те а Рнь (2 Фил (1) 


—с 


(Мл (и) = Е (и) для и<0, М (и) =ЕРк(и)—1 для и>0), 


и что для важнейших предельных законов (законы Гаусса, Пуассона 
и многие другие) функции С (и) в формуле П. Леви значительно проще, 
чем сами эти законы: 

для закона Гаусса 


х 72 
ф-т \е 242, С(®)=| 0 при #<0, 
==.) А О 
для закона Пуассона 
№ т а , при И 
0<в<х | э‘ири #4. 


Эти обстоятельства также позволяют существенно упрощать связанные 
с предельными переходами вычисления. 

Метод, идея которого была только что описана, применяется в настоя-. 
щей работе к ряду решенных ранее проблем — закону больших чисел, 
относительной устойчивости средних, сходимости к закону Гаусса, 
а также и к решению некоторых новых. Так, например, найдены 
необходимые и достаточные условия сходимости к закону Пуассона, 
дано (теоремами 5, 6 и 7) решение проблемы 4 для схемы Колмогорова. 


Теорема 7. Для того чтобы законы распределения сумм 
5% =а- 2иа- ... -- Фив 
независимых, пренебрегаемых в пределе слагаемых сходились к пре- 


дельному, необходимо и достаточно, чтобы при каком-либо ^ >> 0 суще- 


ствовали неубывающие функции М (и) и М№(и) и постоянные а и 1 (<) 
такие, что 


Ап 
1° Па ХЕ (2)=М (2) мя 2-0 
ч 
и о (Ел (21) —1) =М№(5) для #>0 
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3° Пт Ша { ( тан» (2)— (| \ хаЕРль (в. 
#={ ^ [|< Е |х| <= 

Естественно, что теорема 7 была использована мной как непосред- 
ственное орудие для исследования условий сходимости законов распре- 
деления сумм независимых слагаемых к тем или иным конкретным 
предельным законам. 

Предлагаемая работа была подготовлена к печати еще осенью 1937 г.; 
позднее она подверглась стилистическим исправлениям, вызванным 
включением некоторых новых результатов (теорем 7, 8, 8', 10, 17, 47,). 
Первое сообщение о нижеследующих результатах было опубликовано 
в Докладах Академии Наук СССР (*). 

Моим учителям А. Я. Хинчину и А. Н. Колмогорову, относившимся 
с живым интересом к моим исследованиям и давшим мне ряд ценных 
указаний и советов, приношу глубокую благодарность. 


Обозначения и сокращения 
В дальнейшем я повсюду закон распределения и его характеристи-- 
ческую функцию обозначаю одной и той же буквой, но соответственно. 
строчной и прописной: 


Е 
№ (0) = ( ечаРь (2); 
=. 
х. ф. означает «характеристическая функция»; 
з. р. означает «закон распределения». 
Для характеристических функций я ввожу обозначение 


(И =р (4) 20, 


где р(1) и ®(1) — действительные функции, 0 < р(1) <1, —п<®(<т,. 
о (0) =1 м ® (0) =0. 
Если з. р. величины х есть Р(5), то з. р. величины —х будем 


обозначать через Р (1) =1—Р(— яз). 
Случайную величину 
2* =: |2, 
являющуюся суммой независимых случайных величин 2: и 2, с зако- 
нами распределения РЁ (5) и Е(х), будем называть симметризован- 
ной и ее з. р. обозначать через Ё* (5). 


Х. ф. симметризованного з. р. Е* (7) равна 


(= (И. 


$ 1. Предельные теоремы для последовательноети 
безгранично делимых законов 
Случайная величина х называется безгранично делимой, если 
для любого натурального п ее можно представить как сумму 
Да... Ра 


я независимых случайных величин с одним и тем же з. р. 
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Из определения следует, что любая положительная отепень х. ф. 
безгранично делимого з. р. также является х. ф. некоторого з. р. 

Лемма 1. Характеристическая функция безгранично делимого з. р. 
ни при одном действительном значении аргумента не обращается 
в нуль. 

Доказательство см. в работе А. Я. Хинчина (15), теорема 3. 

ТЕОРЕМА 1. Класс безгранично делимых з. р. замкнут относи- 
тельно предельного перехода. 

Доказательство. Пусть последовательность {Ф» (2)} безгранично 
делимых з. р. сходится к предельному з. р. Ф(2). Это означает, что 


Фи (1—9 (8) (И 


равномерно в каждом конечном интервале {. Очевидно, что законы 
* 
Ф, (2) безгранично делимы и что 


9% (2—9 (1) 
равномерно относительно Ё в |#| < Т. 
Так как $» (#1) >0 при любом 1, то при каждом Х > 0 


*). *). 
Фк (К —$ (И 
равномерно относительно # (|1| < Т) и, следовательно, ©"^ (1) при любом 
^ >0 является х. ф. некоторого закона. Отсюда, на основании леммы 1 
и определения безгранично делимых законов, мы заключаем, что 


$* (1 =|(ЙЁ> О 


при любом {. В силу этого неравенства мы заключаем, что (4) экви- 
валентно равномерной относительно # (|{| < Т) сходимости 


ра (#) -—-2(), ®ь (И —>0(1). 
Теперь очевидно, что при любом ^ > 0 


И х 
О-о (2) 
равномерно относительно # (|| <Т), т. е. что 9^(—х. ф. и что, 
следовательно, закон Ф(т) безгранично делим. 
Лемма 2. Для того чтобы закон распределения Ф (5) был безгра- 
нично делимым, необходимо и достаточно, чтобы логарифм его х. ф. 
был вида 


о О (5) 


где |— действительное постоянное, а С(и) —неубывающая функция 
ограниченной вариацией. 


Доказательство см. в работе А. Я. Хинчина (1). 
Формулу (2) мы будем называть формулой П. Леви (Р. Г6уу). 
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Условимся считать, что функция С\(и) удовлетворяет условию 
С (—<о) =0. Очевидно, что это условие не ограничивает общности 
формулы П. Леви. 

Для дальнейшего существенно заметить, что константа 1 и функ-- 
ция С (и) определяются по з. р. Ф(5) однозначно, т. е. что х. ф. $(®) 
безгранично делимого з. р. может быть представлена в форме (2) одним 
единственным способом. То же относится и к приводимым ниже пред- 
ставлениям (3) и (4), в последнем случае с точностью до свободы 
выбора величины т. 


Сам П. Леви придал формуле для логарифма х. ф. безгранично 
делимого закона несколько иной вид, именно: 


где ] и а— действительные постоянные, а М (и) и М (и) — неубывающие 


функции, определенные соответственно в интервалах (— с, — 0), 
(--О, -- <), удовлетворяющие условиям М (— ©) =М (- со) ==0, 

—0 -Р= 

\ и? АМ (и) \ и? АМ (и) << для каждого з > 0. 

—= 0 


Для того чтобы в дальнейшем избежать ненужных вычислений, мы 
приведем еще одну форму формулы П. Леви: 


ШИ (ф-та + \ (ем! — 1) аМ (и) + 


— с 


со о 

Е \ (ем — 1) аМ(и)-- \ (ем —1— шв) аМ (и) + 

+ ( (ей — 1 — шв) аМ (и). (4) 
о 


Здесь функции М (и) и М№(и), а также постоянное а сохраняют смысл, 
приданный им в формуле (3), постоянное 1 (=) связано с постоянным 1 
формулы (3) зависимостью 


+ со 
1 = ам | вам) + 


[о 


любое положительное постоянное число, удовлетворяющее тому 
условию, что —т является точкой непрерывности функции М (и). 
а :— точкой непрерывности функции М (и). 


б Известия АН, Серия математическая, № ° 
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ТЕОРЕМА 2. Для сходимости последовательности {Ф»(х)} безгра- 
нично делимых з. р. к предельному з. р. Ф(х) необходимо и достаточно, 
чтобы 

1° функции С» (и), определенные по формуле П. Леви (2) для законов 
Ф„ (5), сходились к функции С (и), относящейся к закону Ф(т), в каждой 
ее точке непрерывности; 

20 полные вариации функций С„(и) сходились к полной вариации 
функции С (и); 

3° постоянные \|„, определенные по формуле П. Леви для законов 
Ф„ (2), сходились к постоянной | для закона Ф (т). 

Доказательство необходимости. По условию 


. < : й 1 2 
т (В) = Ин ++ Че - т аб, Р@)= 


=иЕё- (ен и м} — ас (и) 


равномерно в каждом конечном интервале $ (|#| <Т). Отсюда заклю- 
чаем, что 


Во ( (сов и — 1) "м аб, (и) —> В(Г)= 


= \ (сои — 1) о (и). 


—© 


Докажем, что функции С„(и) ограничены в совокупности. Для этого 
введем обозначения 


1 
Ее (ас, о \ аб„ (и). 
—1 [и >1 


Ясно, что при любом з > 0 для достаточно больших п 
1 


Ве (1 — сози) * 


—1 


та, (№) ов. (5) 


где 


а = пила (1 — с03 и) > ыы г мой = 
1] <1 ж. 


Дальше, при любом з>0 и для достаточно больших п 
ВА. о) = \ (1— с0з шё) С» (и). 
и >1 


Берем среднее значение в интервале 0<1=<2 функций, стоящих 
в правой и левой частях этого неравенства: 


авиа есь \ о С» (п) > 16». (6) 


> 
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2 

Так как В (Г/(1)) и (76) 4* — величины конечные, то из (5) и (6) 
0 

ясно, что функции С, (и) ограничены в совокупности. 

В силу первой теоремы Хелли (см. например (3), стр. 61) множе- 
ство функций {С»(и)} имеет по меньшей мере одну предельную, 
а в силу единственности представления безгранично делимых законов 
формулой П. Леви оно может иметь только одну предельную, именно 
С (#). Необходимость первого требования теоремы доказана. 

Согласно предположению для любого з>0 в каждом конечном 
интервале # (|1| <Т), начиная с некоторого п, выполняется нера- 
венство 


|| (совшё — 1) о } (совиё —1) ав (и) <=. (1) 


Пусть «>41, В>1 достаточно велики (их выбор мы произведем 
позже) и и= —а, и=В являются точками непрерывности функции 
С (и). Согласно второй теореме Хелли ((3), стр. 65) последовательность 
интегралов 


В 
1 - и? 
( (сов шё — 1) Наб» (и) 


сходится к интегралу 


в 2 
\ (соз ше — 1) "ЧС (и). 


Следовательно, для достаточности больших значений п 


в в 
1 2 
| \ (соз иё — 1) - и аСь (и) — \ (сов и —1) = аС (и) | < >. 


Из этого и (7) неравенств получаем следующее: 


2 2 
| \ (с0з и — 1) а ас» (и) — \ (с08иё —1) __ ас (и) | — в 
в ее: 


или, что то же самое, 


2 : Л -+ и? : 
(1 — с03 #2) : и АС, (и) <з- \ (1 — 003 и) — = @С (и)- 
т ет 
Берем для обеих частей этого неравенства среднее значение в интер- 


вале 0 —=1=—2 


\ (1 ти) м дб» (и) <8 + \ (а 


} 9 


и? 
Я. ав. 
Выберем теперь © и В так, чтобы 
С (и) < з. 
и<—& 
и>В 


$* 
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Легко подсчитать, что 


И \ абь (и) < | в я А. 


4 
< —@а и<—& 
и>В и>В 
р: би Фе 
и | 
( (1) аб (и) < \ аб(®) <=. 
>в. мВ 


Неравенство (8) при учете только что написанных неравенств дает 


г \ 4, (и) < 2%. 
к 
Так как 
10 С» (—<)=б(—а), Ншб, (8) =6 (8) 


из >> 0 может быть выбрано по нашему произволу, то тем самым 
необходимость второго условия теоремы доказана. 

Приступим к доказательству необходимости третьего требования 
теоремы. По предположению равномерно в |#| < Т 


Гиви) аб (и) —= ЦЕ) = 
=уЕ- \ (в И чи) - ры аС (и). 


В силу уже доказанных требований теорем 1 и 2, по обобщенной 
В. И. Гливенко второй теореме Хелли [(3), стр. 67] заключаем, что 


С с ш \ 1 Г . ш А - и? 
\ (эт из Я — а, И. аСь (#) та \ (в #1 ти) а ас (#). 


Из сравнения этих двух предельных соотношений при #=1 получаем 
{2-1 

Доказательство достаточности. Достаточность условий 
является тривиальным следствием обобщенной второй теоремы Хелли 
((5), стр. 67) и предельной теоремы для характеристических функций 
в формулировке В. И. Гливенко ((3), стр. 124). 

В дальнейшем нам понадобится также другая форма необходимых 
и достаточных условий сходимости безгранично делимых з. р. 

ТЕОРЕМА 3. Для сходимости последовательности Ф» (5) безгранично 
дели мых з. р. к предельному закону Ф (х) необходимо и достаточно, чтобы 

о М» (и) —-М(и) для и <0и №» (и) —М (и) для и > 0 в точках 


непрерывности функций М (и) и М (и); 


—0 = —0 Е 
2° \ и АМ» (и) \ и? аМ№ (и) а” —> \ и? АМ (и) \ и? АМ (и) Ра? 
ет +0 — 0 


Эля каокдого >> 0; 


39 уи—у. 
п 
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Функции М (п), М (п), М» (и), М» (и) и постоянные &, | и чи, |» опреде- 
ляются по формуле (3) для з. р. Ф(2) и Ф, (2). 

Доказательства этой теоремы мы не приводим, так как она легко 
выводится из теоремы 2. 

Заметим, что если для з. р. Ф„(2) мы пользуемся формулой П. Леви 
в форме (4), то в теореме 3 условие 3° нужно заменить условием 

3” 1(9 >19), 
где 1» (<) и 1(<) определяются по формуле (4) для з. р. Ф„(х) и Ф(2). 


$ 2. 0 сходимоети законов распределения еумм 


Дана последовательность серий 
Та, Физ, +.) Фивы (1; 
независимых в каждой серии случайных величин, пределько пренебре- 


гаемых при П—> со равномерно относительно вто])ого значка. 3. р. 
этих величин обозначим соответственно через 


В) Виа), с бийь (2) 
В сшлу предельной пренебрегаемости величин ть имеем 
биь (1) —>1, ®к(Р->О при п-—> > (2) 
равномерно относительно А (1 = & = К) и Е в любом конечном интер- 


вале $. 
ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы произведения 


Пл» (о (3) 


х. ф. рв(®), удовлетворяющих условию (2), сходились равномерно относи- 
тельно & (|1 |< Т) к предельной функции | (Е), необходимо и достаточно, 


чтобы суммы 
п 


> Ол (1) -- ав (2) „ею (ВЕ_— 1} (4) 


В—=1 
сходились равномерно относительно & (|1|=Т) к предельной функции © (1. 
П редельные функции ] (1) и ©(1) связаны между собой зависимостью 
1 (6) = е*®. 
Д оказательство*. Предположим сначала, что все [ик (1) дей- 
ствительны. Обозначим 
1 — к (И) = Фик (9. 
В силу условия (2) Ф„» (1) —>0 равномерно относительно # (1 = А <») 
п—> со 


и Ё в каждом конечном интервале. Имеем 


Ап т, Ав п 
ры (о = У (1—9, (1) = — Уфы (+ 0 (фи (0). 
= р Е 1 


* Идея настоящего доказательства заимствована мной у А. Я. Хинчина 
[(5), Наирза% П. 
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п 
0= У 0(4*^ (1) кон Иа р ‚фи = Уч ): 0 (1). 
А=1 


В=1 
Таким образом 


п п 
18 Пу) = — У (В (1+ 0(1)). 

В=1 п 
Это равенство доказывает нашу теорему для случая симметричных 
з. р. Рик (2). Так как — фик (#) представляют собой логарифмы х. ф. безгра- 
нично делимых з. р., то функция ] (1), предельная для произведений (3), 
является в силу теоремы 1 х. ф. безгранично делимого з. р. и, следова- 
тельно, отлична от нуля при всех значениях $ (— © << - со). 

Теперь перейдем к общему случаю. Если 


Ат 
Пл = ((5) 


равномерно в |#{| <Т, то, очевидно, что также 


Про гов 


На основании только что рассмотренного частного случая заключаем, 
что |}(1)|>0, т.е. что }(#) ни при одном действительном # не обра- 
щается в нуль. Отсюда следует, что (5) эквивалентно равномерной 
в |#| <Т сходимости 


П ри (#) р (1), о - (6) 


Заключаем, что, в частности, если имеет место соотношение (5), то суммы 


Ул ) —=®(1) (6’) 


п со 
№=1 


сходятся к конечной величине в (1). 
8] 
Точно так же, если сходится к пределу сумма (4), то УХ ож» (1) 
В=1 
стремится к конечному пределу. Это следует из того факта, что при &=1 
Кл 
мнимая часть (4) сводится к сумме Хол (1. Отсюда мы заключаем, 
В=1 


что если сходятся произведения (3), то также сходятся произведения 
Аъ 


Пк (@) етом и если сходятся суммы (4), то также сходятся суммы 
Е: ° 


^ъ 


У (нк (е-ыах — 1). 


#=1 
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Введем обозначения: 
р (#) -— ИВ (1) ет (ВЕ — бий (2) е1®т() — ик, 


&ик (#) =1 — рик (#), Фик (#) = Фила (#) — ил (1) Е. 
Мы имеем 


вр = ща — (= 
— — (1— {ик (1 (и фо (1 #) (4 Рь( 1) оф о 

Так как 

4 — а = 1 — (1 — вил (#)) ей = 

= зил (#) — ил (#) о (вил (#)) ЕО (вт (1) 
и так как ((15), стр. 88—89) 
мы 
равномерно относительно # (|[#|<Т), т 
1 — ль (1) = вил (1) — ил (4 и 


Следовательно, 
п _ 


ь 
18 [и (6) ›= У 0» 0+3 вах (1) зи (1)) 


или, что то же самое, 


мае ое 
18 [ль (= У 0. (9—1) + У ыьл 18 ри (1) |). 
г5 =1 
Если 
п, — 
Про —5Ло, 


то равномерно в каждом конечном интервале 1 


[еж (#) (0 >0 


и, следовательно, в силу (8’) равномерно относительно # (|#| < Т), 


Ри. Ап > 
18 [р (2) — УХ (ь() —1 =0(1. 
© =1 


Этим доказана необходимость условия теоремы. 
Если равномерно в |1| < Т 
аа 
Уи - —50, 
В=1 
то также равномерно в |#| = Т 
Кв г. 
У {рль (1) сов вил () — 1} >В {98}, 


В—=1 


(8) 
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зове 
Ат, 
УХ в (0) +0 —4 = 
®=1 
-УС вии (ВО (вн (6) вил (1))) —- В {9 (1). 
Отсюда мы заключаем, что равномерно в || 
В 
= Хей В {$0 
В=1 


Следовательно, в силу (8) к относительно $ (|| = Т) 
1 ы вв (#) —41=0 (1). 
& ЦР -х (ый — В =0(4) 


Этим доказана достаточность требования теоремы. Теорема таким обра- 
зом доказана полностью. 

Вероятностный смысл доказанной теоремы состоит в том, что она 
позволяет в теории предельных законов для сумм независимых случай- 
ных величин ограничиться рассмотрением сумм независимых безгра- 
нично делимых случайных величин. Точнее — она показывает, что з. р. 
сумм 


$п == бил -- Физ ... -- Фив 


предельно пренебрегаемых независимых слагаемых в случае сходимости 
их к предельному з. р. сближаются с з. р. сумм 


$п = ба - Физ-- ав -- Фив 
безгранично делимых слагаемых тк, подчиненных законам, определяе- 
мым посредством логарифмов своих х. ф. 
со 
12 Фик (1) — Фил (1) ее \ ее = 1) аРпь («| к (1)). 
— < 
Частный случай только что доказанной теоремы‘ был получен 


Г. М. Бавли (1). Бавли предполагал существование Ех,к, Ежак и тре- 
бовал ограниченность (в совокупности) Ё ($, — Е5.)?. 

Гипотеза о возможности приближения сумм предельно пренебрегае- 
мых слагаемых безгранично делимыми величинами неоднократно выска- 
зывалась А. Н. Колмогоровым. 

Теореме 4 мы придадим вероятностную формулировку: 

ТЕОРЕМА 4’. Для того чтобы последовательность з. р. сумм 


5 == Фа -- биз... -- Япкь 


независимых предельно пренеб регаемых случайных величин сходилась при 
п—>< к предельному закону, необходимо и достаточно, чтобы в пре- 
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дельному закону сходились безгранично делимые з. р. Ф„ (5), определенные 
посредством логарифмов х. ф. 
Въ оо 
1 ( = У (оке | (= — 4) ав (вонь (1))} 
®=1 ‘5 

Предельные законы для обеих последовательностей совпадают. 

В качестве непосредотвенного следствия этой теоремы (и теоремы 1) 
мы получаем следующую теорему А. Я. Хинчина (15), разрешающую 
проблему 3, указанную во введении, для схемы А. Н. Колмогорова. 

Теорема Хинчина. Классе предельных законов для сумм неза- 
висимых, пренебрегаемых в пределе случайных величин совпадает 
с классом безгранично делимых законов. 

Доказательство. Согласно предыдущей теореме каждый пре- 
дельный для сумм независимых слагаемых з. р. является пределом для 
последовательности безгранично делимых з. р. и, следовательно, на 
основании теоремы 1 он и сам также является безгранично делимым. 
Обратное предложение, что каждый [безгранично делимый закон 
является предельным для з. р. сумм независимых случайных величин, 
есть простое следствие определения безгранично делимых законов. 

Мы выделим три частных случая теоремы 4: 

Случай 1. Если все величины 2» (1 < А=< А») одинаково распре- 
делены по закону Ё„(1), то для сходимости з. р. сумм 


$п == Фа - Яи-... - 2 ((9) 


А 
к предельному необходимо и достаточно, чтобы последовательность 
функций 


со 
| \ (= — 1) аЕ» (2) 
—с 
сходилась к предельной равномерно в каждом конечном интервале #. 

Доказательство. Для сходимости з. р. сумм (9), как мы знаем 
из теоремы 4’, необходима и достаточна сходимость функций %и (1), 


фи (Е = Жьюв (4) \ (! —1)аЕ, (т в, (1)) 
равномерно в каждом конечном интервале > Мы имеем 
фи (2) = Ари (1) ГА не Ио (епт ты. 1) -- Кире од (1) \ (Е > г 1) ЧЕ». (2) = 


со 


КО (0? (4))-- Е, (1-50 (4)) \ (е#= — 1) аЕ» (2) 


—© 
равномерно в каждом конечном интервале #. При доказательстве 
теоремы 4 было обнаружено (6’), что 


№ «ик (1) = Аи®и (1) р 6009. 
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рае арии р реет 


‘Отсюда мы заключаем, что 
2 
в (4) =0(4), 
что и требовалось доказать. 
Случай 2 (теорема Бавли). Если з. р. независимых случай- 
ных величин Хок имеют конечные вторые моменты и 


п 
2 2 
ЕТпь =0; Еть = Фак, тах ть —-0 и о [3 = С, 
1<&<Ёь п > со тЫ 


где С — постоянное, не зависящее от п, то необходимым и достаточным 
условием сходимости з. р. сумм 
$ = Хи1-Н Жи... -- 2» 


к предельному является сходимость к предельной функции сумм 


Ри, © 
Хх } е=—аРь (а) 
В=1 —< 


равномерно в каждом конечном интервале #. 
Доказательство. В этом случае проще произвести доказатель- 
‘ство непосредственно, чем исходить из теоремы 4’. Мы имеем 


ыы ее пары < 
= Е=1 —< 
= | ем парит | Ц (ея — арке) +... 
Е=1 —©< Е=1 —< 


| ее аЕвь (5) |= ее 1 издан (2) |< 


12 С о 12 
= {2 АаЕль 2) = -5- бил. 
со 


Теперь ясно, что в |[{| <Т 


И п Й Къ Й п Ь? 1% 
ЗУ А-В х <" < 
1 в=1 р 
1 шах 6 
= 4 эк а 
мы те 4 — Т? тах 6х о (1), 


что и требовалось доказать. 
Случай 3. Если з. р. случайных величин к, независимых 
в каждой серии (1 А =), имёют математические ожидания и 


ь 
Е|хт|= сть, Шах ск ——>0, ь Спь < С, 
1<<ь И—оо те. 
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то необходимым и достаточным условием сходимости з. р. сумм к пре- 
дельному является сходимость сумм 
и © 


Хе -9аЕь в) 


К=1-с 


равномерно в каждом конечном интервале &. 
Доказательство. Здесь снова есть смысл проводить дока- 
зательство непосредственно. Очевидно, что 


| У [еы 1) 4Е»л(х) | = < = 1 | аРик (1) < 
Е=1 —© Е =: ПАС 
= 11| \ [= | ЧЕ» (2) = С 
®=1 —© 


Отсюда мы заключаем, что в каждом конечном интервале # (|#| < Т) 
со 


Убе“ бары (®)) |=ст шах || (еи=— 1) ЧР (2) =0(1). 
Е=1 —© 


«Ви 


"Таким образом 


15 Плко- у ( ейх — 1) ЧР (2) =0(1) 
= Е=1—< 


равномерно в каждом конечном интервале $, что и требовалось дока- 
зать. 

Доказательства, приведенные для случаев 2 и 3 теоремы 4’, позво- 
ляют обнаружить более общие закономерности, чем те, которые были 
сформулированы. Именно в силу леммы Г. М. Бавли [(1), $ 2] имеет 
место следующая теорема. 

Теорема. Если последовательность серий 


Ттл, Хи, +.) Хтвь 


независимых в каждой серии случайных величин удовлетворяет усло- 
виям случая 2 или случая 3 теоремы 4”, то последовательность законов 
распределения Ё» (5) сумм 


бп = -Р ие -.. Е Хо 


сближается с последовательностью { Ф„(х)} безгранично делимых зако- 
нов, определяемых логарифмами х. ф. 


‘Ав © 


ще (0=Х } @*"— Пан (2) 


К=1 —© 


по мере; иначе говоря, в этих условиях разность ГР, (2) — Ф„ (5) при 


п—> со сходится по мере к нулю. 
Эта теорема в предположении условий случая 2 теоремы 4’ была 


доказана Г. М. Бавли ('). 
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$ 3. Условия сходимоети к предельным законам 


Мы дадим в этом параграфе решение проблемы 4 введения для 
схемы А. Н. Колмогорова. Этот результат мы приведем в нескольких 


видах. 
ТЕОРЕМА 5. Для того чтобы з. р. сумм 


50+... -— "Фив, (1) 


предельно пренебрегаемых и независимых в 'каждой серии слагаемых 
сходились к некоторому предельному з. р., необходимо и достаточно, 
чтобы существовали неубывающая функция С (и) с ограниченным изме- 
нением и действительная постоянная \{ такие, что 


5 и я 
ЮУ раЧРлк(еоьь (0) —>6(и) 
Е=1 —со 


в каждой точке непрерывности С (и), 
и © 
2 
> Х | 1 Ре оь(1)) —>6 (+5), 
К=1 —со 
Ат 


со 


3 У {ев (0-Е те в @Рь (иена (1) }—>1. 
®=1 —с© 

Логарифм х. ф. предельного закона дается формулой П. Лева (2) 
$ 1, в которой постоянная 1 и функция С (и) определены условиями 
15 — 38° теоремы. 

Доказательство. Приведенная теорема является простым след- 
ствием ‘теорем 1, 2 и 4’. Действительно, в силу теоремы 4’ для 
сходимости з. р. сумм (1), необходима и достаточна сходимость по- 
следовательности безгранично делимых законов распределения сх. ф. 


Ак со 
ше) = У {он (О | (61 — аа (ео (1))} . 
АЕ —со 


Для того чтобы привести это выражение к привычному виду формулы 
П. Леви (2) $1, мы должны положить 


б»(и)= У \ - = зал (в фид (4)), 


®= У {а | педали нь (1). 
В=1 


—© 


Применение теоремы 2 приводит к условиям теоремы. 

Из теорем 1, 3, 4’ также непосредственно вытекает другая форма 
необходимых и достаточных условий для сходимости к какому-нибудь 
предельному з. р. 

ТЕОРЕМА 6. Для сходимости з. р. сумм 


5 == а - Хи ОБ -Е Фик, 
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независимых в каждой серии предельно пренеб регаемых слагаемых к пре- 
дельному, необходимо и достаточно, чтобы существовали неубывающие 
функции М (и) (М(—с-)=0) и М№(и) (М(+о)=0) и постоянные 


аи | такие, что 


5 и 
» У | ав (ол (1)) > М (и) при и<0, 
Е=1 —< 


аЁРль (5-Е Фик (2))——>М(и) при и>0 


п-со 


М; 
2—3 


в точках непрерывности М (и) и М (и); 


25 Пт у т 2? аЁРль (1-- ль (1)) ——>а?; 
= 1 [| <е =—0со 


Въ оо 
3 У {ел (0- | рева (ео (1) } 1. 
= со 
Логарифм 1. $. предельного закона дается формулой (3) $8 1 
с только что определенными функциями М (и), М(и) и постоянными 
ИЕ 
Мы дадим, наконец, нашу теорему в форме, которой и будем поль- 
зоваться в дальнейших исследованиях. 
ТЕОРЕМА 7. Для сходимости з. р. сумм 


$ == ил та -- ..- - пк» 


независимых в каждой серии, пренеб регаемых в пределе случайных вели- 
чин к некоторому предельному необходимо и достаточно, чтобы суще- 


ствовали такие неубывающие функции М (и) и М (и), подчиненные усло- 
о Е 


виям М (—<)=М(+ о) =0и \ и? аМ (и) изам (и) <С<-+оопри 
те о 

любом => 0, и такие постоянные а > 0, ти {(<), что —ти -т явля- 

ются точками непрерывности функций М (и) и М(и) в 


» У абьк (2) ——>М (и) для и<0, 


3° Шла р. \ эаРть (т) — ( \ Иа Рть ())} Е и 


®—1 1х1 < [х| < 
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Логарифм х. $. предельного закона дается формулой П. Леви (4) 
$ 1 с только что определенными функциями М (и), М (и) и постоян- 
ными аи (<). 

Доказательство. В силу примечания к теореме 3 при предста- 
влении безгранично делимых законов по формуле П. Леви в форме (4) 
$ 1 два первые условия теоремы 6 сохраняются, а третье заменяется 


условием 
п 


3” ие» [ма -- | еаРнл (ЕЕ онь(1)) О 


пи-—со 
®=1 [х| <= 


Легко видеть, что 


п 
= У {0 \ аРьф+ |, 24} —>1 (9). 
В=1 2—0) (1)[>: |х—6%/;(1)|<т 
В силу условия 1° теоремы 3 
Въ Въ 
Хх ( 4-Х ( аРьа-оь 4) 
В=1 |<) >т вах 
<М(—<-0)+1№(«-—0)[=С(°) < + ®. (2) 
Так как шах | ®„л(41)|——>0, то ясно, что 
1<А<№в П-усо 
Ап 
и. 
УХ еил (1) ( аЕ»к (т) —>0. 
1 |<—@л%(1) > —_ 
Таким образом условие 3°’ может быть приведено к виду 
Ав | 
Хх 2АР»ь (2) __>1(<). 3) 
1х — АС) <= 
Условия 41° и 2° теоремы 6 могут быть записаны. следующим образом: 


п и—юв:(1) 


Хх } 4-ю —> М), 
о мы (4) 
х — ( алк (2) ——>М№ (и) 
®=1 и виА(1) 
в точках непрерывности М (и) и М (и), 
Ап 
и У \ (#— онл (1) 9 лк (2) —> 49. (5) 


В=1 [х—л%(1)| < 

Покажем, что в (3), (4) и (5) можно в пределах интегрирования 
откинуть ®ил (1). 

Обозначим 


®» (1) О [пл (4) |. 
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Так как и является точкой непрерывности М (и), то 
Ки и вл) —®п(1) 


ЧРть (2) И-со 


Е=1 —со 


ль и- Фи (+ Фит) 
В —со 
п и-юд(П-п(1) 


Очевидно, что 
п 
аРль (1). 


Кв Ч) —юп(1) е и 
ал (=) = 


К=1 —с< 


В=1 —со 


Следовательно, 
| А 


мы обнаруживаем, что 


Подобным же образом 
Кь 


м — \ АЁЕпь (5) ——>М (и). 


В=1 и 


Очевидно, что 
п р 
2 аЕль (2 У . эВ («|< 

В=1 |х| < 


^ 5—6), (1)|<= 
п к —т 
<У*|| \ АР, (2) |+ | О] 

А=1 Е —т+ (1) 

в Г ТКФ (1) —=+ол(1) 

< У | \ аЕнк (т) + ( арк) | = 

В=1 ` =т—мд(1) —т—®л(1) 

=2*{М№ (< о„(1)) —М (< — ®„(1)) + М(—- 9»(1)) — М(—=—9„(1))-0 (1)}- 
Последняя скобка в силу непрерывности М (и) и М№(1) в точках —* 
и с стремится к нулю. Таким образом мы доказали, что условие 83° 


Л 


эквивалентно условию 3° теоремы 
Аналогичным приемом доказывается, что 
п 
а? = Пт Ци У, \ 2? аРиь (1-Е Фпь (1)) = 
0 1 [< 
т 
= Вы Иш У \ (#—0„^ (1) 4Е ль (2). (6) 
#20 п->со НЫ] 
=11х|<Е 
хаЕпь (1). 


Нам остается показать, что в (6) можно «и» (1) заменить 
1х | <& 


Для этого рассмотрим 
\ т 2 аРль (2 -- Флл (1)). 


Фив (2) 91 Фи (#) == 
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)$ 2, в, (#) =0 (ик (#) - ик (1)), имеем 
я 


+... нь (+ о(ель (И) -Е в (1) 


На основании соотношения (7 
`® 


(вин (И) = л^(®) — 


со 


нь) = \ заза Рль (#-- ль (4) о (ель (#) ева (4). 


55; 


Отсюда находим, что 


ик (= \ т аЕтк (2) + 


|х|<= 


(11 Е — 20) аЁль (2 ®пь (1)) + 

|х-Н®и/(1)|<= 

2. (т дЁ-- фил (1) В) аРль (2 + пк (1)) о (эк (1) - эк (1), 
[5+ фа (1) [в 


и, следовательно, 


о — \ хаЕнь (2) 


|[х| <= 


(311 2 — 5) Рик (5- Фил (1)) + 


[х- ФлА(1) [| = 
- 


[х-натх( И) [>е 


(3ш 2 ®ла(1)) Ель (2 -- Фил (1) Ро (зиь (4). 


В результате элементарных подечетов мы получаем, что 
п 


Хе = У | \ 22 аРль (2) — ( ( Е :))!] ты 


В [х < 


< 
+У( \ гаЁш(=) \ ати) --о( У вь у) + 
В=1 `|х| < [хе #—1 
о Г \ (5шз— 2) Ел (2 ь(1)) . 
ы В=1 15-Е фа (1) |< 
т 


[х- ®п);(1) [>в 


< У \ хаЕнь(х 


(пт -Р онл (1)) аЁРль (х- ®ль и) ] \ АЁть (5) — 


|[х| < 


(1пз— 2) 4Рлл (2-Е ®ль (1)) \ аР»ь (2) — 


—1 |х| < 8 м 15] >в 
Ат, 
—2»% хаЕрль (2) (11 2-- Фик (1)) аЕнк (2 -- Фик (1)) \ аРтьк (2) -- 
11 < ео [> 


+2% \ саг эаРле+о(0)х 
Ви х-ть (1) < 


> (ше-- ель (1) ЧРь (2 ол (0) ( @Рнь(з). 


[хх ®тд(1) >в [| < 
В силу очевидного неравенства 


(бад -- они (1)) Ел (2-е (1))|=2 \ 


| х +/(1) [>в хе 
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и неравенства (первое условие теоремы, уже доказанное) 


Къ 
ха \ Ель (2) < М (—8+40 +4 №(=—0)-+0(1) 
#1 |х| >= 


мы заключаем, что 


Кл Ап 
= = : ет - 2 
ео. (2 — ил (1) ЧЕлл (2) У ата (гены) + 
п п 


оо» ( ) (31 2— 2) Ель (Нек (0) о (1). 


= [хи (|< 
Ясно, что 
Ап 


№ ( \ (311% — 4) @Рль @) = 


Е—=1 [х- «и ) | <е 


= тах \ [3152 —2 | @Рль (#-Р вк 1))Х 


Ая нов 
Въ Ап 
х \ |2 Раиль (2 Фил (1)) < 0(1) У \ [2 — ®лл (1) аЁРль = 
В=1 [х+ (1) | <е А=1 |х| <= 
Ап 
=0(1).2з > \ (х — ®ль (1))? Руль (+). 
Ва || <е 


Так как в силу (6) 


[9 
№ (т — ®рл (1)) 4ЁРик (<) =а? + о (1), 
В-Г |256 
то 
би ==0(1). 
В $2 было показано, что 
п 
о (УХ) )=0 (1 
Е=1 


Таким образом мы получаем окончательно, что 


Ш 
— \ (1 — к (1) АЕ (8) == 
Е=1 |х|<е 
п й 
-У И мавьо- (зевая) 
ВИ | [х| < х|<е 


Это соотношение завершает доказательство теоремы. 
Для дальнейшего нам будет нужна следующая лемма: 
Лемма 3. Если при некотором подборе постоянных А» а = 
-- <<) з. р. сумм 


бп = Тп1 Е 2 п2 НЕ ... НЕ ть —А т 


7 известия АН, Серия математическая, № 2 
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о 
сходятся к предельному и слагаемые тах (1 < А < ^„) пренебрегаемы 
в пределе, то А, =0(»). 

Доказательство. Согласно предположению при каждом # 


Ав 
ен» И [к (8) — 10. 


и, следовательно, при #=1 


Ра 
А. Хол (5 (1). 


&=1 


Так как т. величины предельно пренебрегаемые, то ®их (1) =0 (1) 
равномерно относительно А (1 <А <, ), и, следовательно, 


Ея 
+ Ув» = 91. 
=1 


р" 


Предыдущее соотношение нам дает теперь 
А, 1 


к, =. ® (о (1) =0 (1), 


что и требовалось доказать. 

Мы докажем теперь теорему, аналогичную предыдущим, но не для схе- 
мы Колмогорова, а для классической схемы последовательности независи- 
мых случайных величин. Заметим, что если теоремы 5, 6 и 7 дают 
полное решение проблемы 4 введения для схемы Колмогорова, то тео- 
рема 8 эту проблему для классической схемы еще не решает. 

ТЕОРЕМА 8. Даны последовательность независимых случайных 
величин т, Т,, --- Та, --. © 3. р. Р, (5), Е, (х), ..., Е» (2), ... и последова- 
тельность {В»} положительных постоянных таких, что величины 


Ть . р 2 = 
в (1< А < Ан) пренебрегаемы в пределе. Для того чтобы существовали 
в 
постоянные А, такие, что 3. р. сумм 
о ея Ман ть, 


бя Аа (7) 


8 


сходятся к предельному, необходимо и достаточно, чтобы существо- 
вала неубывающие функции М (и) и М№(и), удовлетворяющие условиям 


М (—<)=М (+ <)=0, \иаМ (и) {+ \ и? № (п) < +<, и постоян- 
о 


ное а такие, что 


Ка и 
Ш У ( ар (Вэ) =М (а) для в < 0, 
а 


па хх \ аРк(В„х) = — У(и} для и>0 
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в точках непрерывности функций М (и) и М(и), 
Ап 
. Е р 
20 Па Па { \ аа» (Вна) — ( \ 2аЕ»(В»л) ) Вена 
==0 п->с 
К=1 |х|<е [х] <в 
Пра выполнении этих условий постоянные А, можно взять равными 
(7 (=) — некоторое постоянное, зависящее только от т) 


т 
л„=У \ саг, (В) —1 (<) +0 (4). 
В =1 |х| <? 


П редельный закон дается формулой П. Леви (4) $ 1 с только что опре- 
деленными функциями М (и), М (и) и постоянными а и 1 (®). 
Доказательство. Введем обозначение 
пря 


==”. 
бт, 


Тогда очевидно, что 


Ен (8) = Рь (В, (2+4")), де). и 
ее 


В силу теоремы 6 для сходимости з. р. сумм (7) к предельному необ- 
ходимо и достаточно, чтобы : 


$ ба) м ив 
У ак Е» ( В» (а+°\(в-))) > = .. М (и) и>0, 


Е=1 
ХСН зав} лье 
В =1 |<т 

и поь бо ". 


Смыел М т М№ (и) иа,1 (<) сохраняется прежним. Приемом, приме- 
ненным при доказательстве предыдущей теоремы, легко доказывается, 
что два первые и последнее условия эквивалентны условиям 19 и 20 


теоремы и что 


У [абы 
| 


й 


=—24.-+\У \ ха» (Вия) +0 (1). 


й=1 [х] <= 


— 


Это равенство показывает, что А» следует выбирать, как указано 


в условии теоремы. 


-* 
й 
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Тем же приемом можно доказать несколько более общую теорему: 

ТЕОРЕМА 8’. Дана последовательность серий независимых в каждой 
серии случайных величин т, То, ..., Хин, (п =1, 2,3, ...). Для того чтобы 
существовали постоянные А», такие, что з. р. сумм 


5т = 21 + из -[ ... Ня. — Ав 


сходятся к предельному, необходимо и достаточно, чтобы существо- 


вали неубывающие функции М (и) и М№(и), удовлетворяющие условиям 
0 = 


М (— <) =М(- <) =0, \ зам (и) + | шзам (и) < + о при любом ко- 


—= +0 


нечном э > О и постоянное а такие, что 


1% и 
1” ит У \ аЕлл (&) = М (и) для и < 0, 
п®-—со р 
п © 
Ни У \ аЕль (2) = —М (и) для и > 0, 


п 


>. те те К=1 в ры х ыы ры ())} к 


При выполнении этих условий постоянные Ав можно взять равными 


Ап 
4„=Х | гаРь (2) —1 (9) +0 (0, 
1 < 


где | (1) и <> 0О— любые постоянные, лишь бы —ти -т были соот- 
ветственно точками непрерывности функций М (и) и М№(и). Предельный 
закон дается формулой П. Леви (4) $ 1 с только что определенными 
функциями М (и), № (и) и постоянными а, хи 1 (<). 

Примечание. Доказанные теоремы 5—8’ дают, понятно, не 
только необходимые и достаточные условия существования предельного 
закона для сумм, но также и условия сходимости к заданному пре- 
дельному закону. Для этого нужно только считать, что функции М (и) 
и М(и) (С (и)) и постоянные а и 1 (<) (1) уже известны. 


$ 4. Условия сходимости к закону Пуассона 


ТЕОРЕМА 9. Для того чтобы з. р. сумм 
А -- ть» (2) 
независимых предельно пренебрегаемых случайных величин сходились 


к закону Пуассона * 
е—^4® 
Ра = а х> 0, (2) 
0<#<х 


* Предварительное сообщение 0б этой теореме было уже мною сделано (*), и 
настоящая работа была подготовлена к печати, когда я узнал, что те же, в сущ- 
ности, условия были найдены ТУ. Маг7юК1е\у1с7т?ем в статье «Зиг 1ез {опсопз Зщ46- 
реп4апез», Кап4. та. $. 30 (1938), 354. 
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необходимо ш достаточно, чтобы при каждом в (0 <з< 1) выполнялись 
условия 


п 

У 9) ——0, 
®=0 В: 
ть 

20 2 аЁиь (х) ——>} 
В № п— со 
и 

ох 2аЕнь (2) ——>0, 
В =1 |х|<Е 
п 

® У { \ 2? аР», (2) — ( \ хаЕль (=) } о 
К=1 |х|<Е 1х] <= 


где В. получается из прямой путем выбрасывания областей |т|<з 
и [5—1 <. 

Доказательство. Для закона Пуассона (2) х. ф. дается выра- 
жением 

{ 
р (1) а” (е? в 

Следовательно, в формуле П. Леви (4) $ 1 для закона Пуассона нужно 
положить (при * < 1) 


в, (=, №) ==0, М) =0 для и<1 


№ (и) =\ для и > 1. 


В силу теоремы 7 для сходимости з. р. сумм (1) к закону Пуассона 
необходимо и достатрчно выполнение следующих условий: 


Евр —в 

9 У | Е) —>0, 
И п—со 
Е 1 

» У авы @) 50, 
Е=1 Е 
Ат 

Зо р Ель (2) —>), 
Е=1 |х—1|<е 
р © 

4о \ ан» (2) ——>0, 
Е—=1 1-е 
в =, 

Бо — р хак (2) ——0, 
Е—=1 |х| < 
Къ 


бо { { дам) —( | д АЁЕль (=) — (0 
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при любом з (1 > => 0). Ясно без вычислений, что эти условия эквива- 
лентны условиям теоремы *. 

Предположим теперь, что з. р. величин х„к имеют конечные вторые 
моменты. Точнее, предположим, что 


Ап 
Янь = % р Е? =4, шах 95, 0. (3) 
РЕ 1<<Еп т—>< 


В этих условиях имеет место теорема, вполне аналогичная теореме 


о сходимости к закону Гаусса (см. теорему 12 настоящей работы) в усло- 
виях Линдеберга. 


ТЕОРЕМА 10. Для того чтобы з. р. сумм 
5т = Хил Хиз- ... | Хол (4) 


независимых в каждой серии случайных величин, удовлетворяющих усло- 
виям (3), сходились к закону Пуассона Р (2-1), где 


(а р е-1. 1, 


0<Е<х 


необходимо и достаточно выполнение условия 
п 
— \ 2 4Риь (%) —>0 
ф—со 
К=1 |х—Н>е= 
при любом в > 0. 

Доказательство. Только что сформулированную теорему легко 
получить из общей теоремы 9; мы дадим для нее независимое доказа- 
тельство, основанное на теореме Г. М. Бавли (см. $ 2 настоящей работы, 
случай 2° теоремы 4). Для закона Р(х-- 1) х. ф. равна 

р (2) ее е-—й-+(ей—1), 


Согласно теореме Бавли для сходимости з. р. сумм (4) к закону Р (5-1) 


необходимо и достаточно, чтобы равномерно в каждом конечном интер- 
вале $# 


Кд © 
| (еих — 1) Ён» (2) —®-—й + (ей — 1). (5) 
#=1-—© 
Обозначим у 
в, хм 
го 4 
й-У \ из анк (и), С(®) = 41 т ея 


* Пользуясь случаем, замечу, что в необходимые 1 и Е условия схо- 


димости з. р. сумм к закону Пуассона Р(х = У? т › приведенные в моем пред- 
0<Ё<х 
варительном сообщении (4), вкрались две опечатки: 
Кв Ап 
напечатано: 3)» {| @Е (2) —>2 вместо анк (=) ——>1, 
И-—со П-—со 
#=1 |х-—1|<Е К=1 [х-П<Е 
Ап Аь 
напечатано: 5) У) {| 2 Р(а) —0вместо У) Г (2— ол (14) ито 
В=1 |х|<1- В=1 |х|<1-в 
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тогда очевидно, что (5) можно записать в следующей эквивалентной 
форме 


П—со 


ее а— #2) 5 аб» (2) д 1 и) аб (т). (6) 


Так как полные вариации функций С», (7) (п=1,2....) и С (2) равны, 
то в силу теоремы 2 для того, чтобы имело место соотношение (6) 
необходимо и достаточно, чтобы 


С, (2) —=6 (+) 


в каждой точке непрерывности функции С (5). Для этого же, как легко 
видеть, необходимо и достаточно, чтобы при любом > 0 


С» (1—=) Е 1—Сь Че) =0% 


т. е. чтобы при любом => 0 
Ат 


У \ 2? 4Е»ь (2) —+0. 


В=1 |х- >в 


$ 5. Уеловия сходимости к закону Гаусса 
Мы начнем этот параграф с доказательства теоремы А. Я. Хинчина, 
выясняющей принципиальное значение закона Гаусса в теории предель- 
ных законов [(18), $ 11]. 
ТЕОРЕМА ХИНЧИНА. Если в. р. сумм 
$п = бил - Хи -Е ... -Н ль, 


независимых в каждой серии, пренебрегаемых в пределе случайных вели- 
чин ть (1 <=») сходятся к предельному закону, то соотношение 


о 
Х (ея 20 (1) 
В=1 |х|>е 


выполняемое при любом => 0, является необтодимым и достаточным 
условием для того, чтобы предельный закон был законом Гаусса. 

Доказательство. Так как по предположению предельный закон 
существует, то на основании теоремы 7 мы имеем: 


п и 

15 У |497. —-М (и) я  и<0; 
К=1 —< 
Ав со 

& У (анк (2 2)—-М№(и) дя  и>0 
ВТ \ 


в точках Ая функций М (и) и М№(и); 


3° Па Пт У: \ 222 Ель (®)—( \ ТаЕтЕ (2) } =?) 


&2>0 п-со ре [х]| < 


п 
& У ( гар) 1). 


В=1 |х|<= 
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Заметим, что для закона Гаусса 


2% Се 
Ф = \ е 2’ 41 
—© 


х. ф. равна О и для него в формуле П. Леви (4) $ 1 


нужно положить М (и) =М (и) =0, а=с и 1(т)=1. Отсюда в силу 
предельных равенств 14° и 2° мы заключаем, что если (1) выполнено, 
то М (и) =М№( — и) =0, и, следовательно, предельный закон будет зако- 
ном Гаусса. Обратно, если нам известно, что предельный закон является 
законом Гаусса, то мы имеем М (и) =М(— и) =0, и следовательно, 
в силу 1° и 2 имеем также соотношение (1). Как показал А. Я. Хинчин, 
условие (1) выражает, так сказать, усиленную пренебрегаемость вели- 
чин х„». Именно оно означает, что не только Р {тк | > 8} —>0 для 


каждого тик (1 < =<,) в отдельности, но что вероятность выполне- 
ния неравенства |52,к|> хотя бы для одного ль (1 << №,) при 
п —> со. стремится к нулю [(18), стр. 83 и 84]. 

ТЕОРЕМА 11. Для того чтобы з. р.. сумм 


5% = ил -- Хи... -- Фок» 


сходились к закону Гаусса 
а \ е 242 (2) 


и слагаемые „к были пренебрегаемы в пределе, необходимо и достаточно, 
чтобы условия 


о У ( аль (=) — 0, 
1 |х|>е к 
т 
2о № \ хаЕвь (т) Е 0, 
А=Т |018 
Ка 
Зо Хх { а аЕлк (1) — и 4Ель (2) ) } —= Й 


выполнялись для каждого > 0. 

Доказательство. Так как для предельного з. р. в формуле (4) 
$1 нужно положить М (и) =М(—и)=0, а=4, у=0, то теорема 7 
дает условия этой теоремы без вычислений. 


Примечание. Для симметричных з. р. Рил (2) условия теоремы 14 
сводятся к двум следующим: 
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В качестве следствия теоремы 8 мы приведем теорему В. Феллера 
[\/. ЕеПег (“)], 


Теорема Феллера *. Для того чтобы для данной последова- 
тельности 


71, 15,...,Фт,... 
независимых случайных величин можно было подобрать такие действи- 
тельные постоянные В„ > Ои А», чтобы з. р. сумм 


= т: обо Эй ин (3) 


Су 
сходились к закону Гаусса (2) и слагаемые 2иь = были пренебрегаемы 
7} 


в пределе, необходимо и достаточно существование такой последова- 
тельности постоянных С», что 


п 


аЕь (%) 20 
в=1 |х[>Св 
аУ{ } #945» (®)—( { заРь(а)) } +=. 
К=1 [х|<Сь 6 


Доказательство. В силу теоремы 8 условия, необходимые и 
достаточные для сходимости з. р. сумм к закону (2), могут быть запи- 
саны следующим образом: при любом з>0 


У \ а» (2) —->0, 


>со 


] 
я В=1 |х|> Въ | (4) 
УХ»( | зав (®-( | за) } —>4. | 

Е=1 


[| <=Вь [х] < Въ 
Очевидно, что мы можем подобрать такую последовательность 


$1, За. - Фу -.. ==> 0, 
п-—оо 


что 


К=1 |х|>=пВп 


мы ее аи 
Та Е я ыы и: и (2) ) — 


(5) 


з> 


———_——_—_ 


Легко видеть, что условия (4) и (5) эквивалентны. Для завершения 
доказательства теоремы достаточно положить С» = эВ. 


* Достаточность условий этой теоремы для сходимости законов распределения 
сумм (3) при подходящем подборе А„и В„к закону Гаусса была указана С. Н. Берн- 
штейном еще в 1927 г. в статье «Заг Рех{фепяюоп аа Ф\6огёше ИшИе Чиа са]си! 4ез 
ргоБар11 46; аих зоттез Че даап6з авреп9атез», Ма4В. Апп., 97, стр. 12. 
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ТЕОРЕМА 12. Если величины тк центрированы медианами (т. е. 


если Епь (—0) < . < ЕР,» (- 0)), то условия 


2 
п 
1° У \ аР»ь (2) —>0, 
В=1 [хе 
Кь 
» У \ 22 аРнл (2) ——1 
В=1 |х|<е 


являются необходимыми и достаточными для того, чтобы существовали 
такие постоянные А, (—© < А, <- 05), что з. р. сумм 


бп = аи -... - Хтьи 


сходятся к закону Гаусса, и слагаемые хиь была пренеб регаемы в пределе. 
Эта теорема является простым следствием теоремы 11, двух. следую- 
щих лемм 4 и 5, доказанных А. Я. Хинчиным (18), и леммы 3. 
Лемма 4. Если последовательность з. р. {Р» (5)} сходится к закону 
Гаусса Ф(5), то последовательность законов РЁ, (5х) * сходится к закону 
Ф (т 2). 
Лемма 5. Для того чтобы при каждом = > 0 
п 
1 У \ бы 0, 
ис 
В=1 [х|>е 
т 
2° С | 2 аРиь (5) —>а? 
Ис 
Е=1 |[х|<= 
необходимо и достаточно, чтобы при каждом з> 0 
Ап 
1° У \ аль (=) —>0, 
И—со 


В=1 |х|>е 


Из теоремы 12 непосредственно вытекает теорема Феллера в форму- 
лировке, которую ей придал А. Я. Хинчин (18). 


Теорема Феллера. Для того чтобы для данной последова- 
тельности 


1, 5, Фу ... 


независимых случайных величин можно было подобрать такие действи- 
тельные постоянные В„ > Ои А», чтобы з. р. сумм 


о бил Ван ЮРА 


$п = В 
п 


ыы 


* В этой лемме и в следующей считается, что законы К, (2) и Е, (=) уже центри- 
рованы медианой. 
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2.—т 
сходились к закону Гаусса (2) и слагаемые хи» = А были пренебре- 
в 


гаемы в пределе, необходимо и достаточно существование последователь- 
ности постоянных С„ > 0 такой, что 
п 


С \ 4Еь (х- ть) —>0, 


В=1 [х|>Сь 
т 
1 
—— аРь (ХР ть) — оо. 
р С; \ в (ета) п-со 
Здесь ть являются медианами величин хь, т. е. 


Е» (ть —0) = > < Ви (т +0). 


Предположим теперь, что з. р. величин фик имеют конечные вторые 
моменты. Точнее, предположим, что 


п 
Еть=0, УХ Емь=1, шах Ель — +0. (6) 
Е 1<Е<К п-со 
ТЕОРЕМА 13. Для того чтобы з. р. сумм 
$п = ил Физ... + Хоа (7) 


‚ независимых случайных величин, удовлетворяющих условиям (6), сходи- 
лись к закону Гаусса (2), необходимо и достаточно, чтобы при каждом 
э > 0 


п 
У \ 22 аРнл (2) —+0. (8) 
Е=1 |х|>е кг 


Доказательство. На основании теоремы 7 для сходимости з. р. 
сумм (7) к закону Гаусса необходимо и достаточно, чтобы при каждом 
э>0 


Е=1 |х|<Е 
Третье из этих соотношений благодаря второму из условий (6) дает 
как раз условие теоремы. Теперь остается показать, что остальные два 
соотношения являются следствиями (6) и (8). Это достигается почти 
тривиальными оценками 


п в 
У (аРлф=еХ | МаРл (а =0(1), 
®=1 |х|>= В=1 |х|>= 
п п Кп 


№ \ 24,» (2) |= | У, \ ха, (2) |< = У, зар,» (2) =0(1). 
® 
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Примечание. Теорема 410 показывает, что условие (8) Линде- 
берга для сходимости з. р. сумм (7) к закону Гаусса является в неко- 
тором смысле предельным. В самом деле, рассуждениями, подобными 
тем, которые были проведены при доказательстве теоремы 10, можно 
доказать, что для сходимости з. р. сумм (7) к закону 


ИС 


где Р(х) —з. р. Пуассона с дисперсией единица, т.е. к закону, х. ф. 


которого равна 
р 


й = 
в (=+е и) 
Фа (2) == 6 та я ) 
необходимо и достаточно, чтобы при любом $ > 0 
п 


р, 2 анк (2) —>0. (9) 


Ясно, что условие (8) может быть получено из (9) путем предельного 
перехода при &—> со. 
В качестве простого следствия теоремы 143 мы приведем доказан- 
ную В. Феллером (1") теорему Лапласа-Ляпунова в условиях Линдеберга. 
Теорема Лапласа-Ляпунова. Если независимые случайные 
величины последовательности 


О о 
удовлетворяют условиям 

Е =0, Еж Ро (=4,2,3,...), 
то для сходимости з. р. сумм 


2-м... + а 
$ = В» , 


в 


2 > 
где В, = У Ел, к закону Гаусса и предельной пренебрегаемости сла- 


=1 
Тк 
гаемы р. необходимо и достаточно, чтобы при любом з> 0 
т 
т 
1 
2 
м 22аЕ, (х) —>0 
= В? к (®) 
#=1 |х|>=Вп 


$ 6. Отноеительная устойчивость еумм 
Для последовательности 
Я Ч 


положительных независимых случайных величин А. Я. Хинчиным (18) 
было введено понятие об относительной устойчивости сумм. 


Именно, суммы 5„=42.-1.- ... +» называются относительно устой- 
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Зчивыми, если можно найти такие постоянные числа Бад 0, что при 
любом => 0 
ря 


Это понятие непосредственно переносится на схему Колмогорова. 
Определение. Суммы 


5п = Хил Хи... Хи 


независимых (для 1 < А < №„) положительных случайных величин назы- 
ваются относительно устойчивыми, если при любом з>0 


Ре 0. 


п®—со 


—{ =>: —>0. 


в 
В» По 


Понятно, что понятие об относительной устойчивости имеет место 
также для отрицательных случайных величин. 
ТЕОРЕМА 14. Для того чтобы суммы 


$т = Фа Хи |... + Яиь 


для данной последовательности серий тик (1<К=< А; п=1,2,3,...) 
независимых, неотрицательных случайных величин были относительно 
устойчивы и величины хьь были пренебрегаемы в пределе, необходимо и 
достаточно, чтобы при каждом з>0 


т 

№ аРь (2) —> 0, 
Е=1 |х|>3 а 
А 

ох 2аЕть (2) —1. 
&=1 |х| <= 


Доказательство. Предельный закон распределения з(х— 1) 
имеет х. ф., равную ей; для него в формуле П. Леви нужно положить 


М (и) =М(—и) =0, а=0, у=1. 


Очевидно, что для доказательства теоремы достаточно показать, что 
в наших условиях третье соотношение теоремы 7 является следствием 
двух первых. Этот факт ясен из неравенства 


—— 
.—> 
8 

5 
>. 
> 
з 
= 

з 
< 
з 
>. 
к 
З 
= 
о 
о 
[5 
\ 
= 


Е (1 
0 


Из только что доказанной теоремы немедленно вытекает следующая 
теорема, доказанная А. А. Бобровым (?). 
Теорема Боброва. Для того чтобы для последовательности 


ее. 


положительных независимых случайных величин суммы 


$ = Р-Р... т 
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> кЯ 
были относительно устойчивы и слагаемые В. (1=А=—<^,„) были прене- 


в 


брегаемы в пределе, необходимо и достаточно, чтобы существовала 
последовательность положительных постоянных С1, Со, ..., Си, ... 


такая, что 
т, 


Ло № \ 'Рь(2) —>0, 


В—=1 > бь 
п Сб 


» У \ саЕ, (т) —> о. 
со 
В=1 0 
Доказательство. Действительно, для этого случая условия 


теоремы 12 переписываются в виде 
т 


ю У \ ар» (Вья) —>0, 
В] > УЕ 


® = 
» У ( аъ (Вна) ЕЯ 
п-со 
= 0 
или, что то же самое, в виде 


и со 
о Х \ ак (2) —>0, 
И—со 
В=1 =Впь 
п =Вь 
1 
7 = \ хаРь (1) —>1. 
Ва не 
Е=1 9 
Так как эти условия выполняются при любых з>0, то мы можем 
подобрать такую последовательность 1, $, ..., $,..., Ш #, = 0), 
пс 


что для этой последовательности выполняются условия 


ю У \ аР (а —>0, 
К=1 =пВь 
п пВь 
2 Ур (\ 29» (2) —1 
®=1 ы 0 


Для получения условий теоремы остается положить Си = „Ви. 
Предположим теперь, что з. р. положительных случайных величин 
„к имеет конечные первые моменты. Точнее, предположим, что 


15 < 


п 
№ АК тах Ета —> 0. (1) 
В—1 


ТЕОРЕМА 15. Для того чтобы суммы 
$ = Хи НХ... Хава 


независимых положительных случайных величлн, удовлетворяющих усло- 
виям (1), были относительно устойчивы и сллгаемые хть (1 <<) 
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предельно пренеб регаемы, необходимо ш достаточно, чтобы при каж- 
дом $>0 


Кв с 
У \ хаЕнь (4) —+0. 
Е—=1 е 


Доказательство. Эта теорема получается как простое следствие 
теоремы 14. Действительно, второе условие теоремы 14 вместе с пер- 
вым условием (1) дают условие нашей теоремы; первое же условие 
теоремы 14 является следствием условия настоящей теоремы. В са- 
мом деле 


п © Кл © 
\ хаЕь (т) = \ аРнк(2), 
А Е А Е 
поэтому 
Ев © 
\ аРь (2) —>0. 
рН И—со 


В качестве следствия этой теоремы мы получим теорему 16, дан- 
ную А. Я. Хинчиным в устной беседе без доказательства. 
ТЕОРЕМА 16 *. Если положительные независимые случайные величины 


1, 145, ..., ЧФ, 


имеют конечные математические оэкидания 


со 


к = \ хаЕ»(т), Ан = Фивы, 


0 


то необходимым и достаточным условием для относительной устойчи- 


вости сумм = 2- ... 2 с коэффициентами А’ и предельной 
Ту 
пренеб регаемости величин а (1=А=< п) является выполнение сооп- 
п 
ношения 
и со 
Е 
— \ хаР, (2) —-0 
р. \ ‚( и 
Е=1 Апз 


при любом > 0. 

Еще весной 1936 г. А. Я. Хинчин в устных беседах неоднократно 
указывал на далеко идущую аналогию в условиях сходимости законов 
распределения сумм независимых предельно пренебрегаемых слагаемых 
к закону Гаусса и для относительной устойчивости сумм. Эту анало- 
гию легко усмотреть из сравнения теорем 12 и 14, теоремы Феллера 


* После того как доказательство этой теоремы было мной получено только что 
изложенным методом, совместно А. А. Бобров и я нашли для нее иное доказатель- 
ство, вполне аналогичное доказательству В. Феллера необходимости и достаточ- 
ности условия Линдеберга для применимости тзоремы Лапласа-Ляпунова. 
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в формулировке А. Я. Хинчина и теоремы А. А. Боброва, теорем 13 
и 15, теоремы Лапласа-Ляпунова и теоремы 16. Д. А. Райкову уда- 
лось оформить замеченную А. Я. Хинчиным аналогию в прекрасную 
теорему (13). Эту теорему применительно к схеме А. Н. Колмогорова 
я привожу ниже. 


ТЕОРЕМА 17,. Для того чтобы з. р. сумм 
Зил Е бе Е... -Е дов, — Ап 
данной последовательности серий 
Ти, Хз, ..-) Хоа (паба) з 


независимых в каждой серии случайных величин, центрированных ме- 
дианами, сходились при подходящем подборе постоянных А» к закону 
Гаусса, необходимо и достаточно, чтобы суммы 


2 7 2 
бл —= Ха -Е Яиа-Р... Ета 


квадратов этих случайных величин были относительно устойчивы. 


ТЕОРЕМА 17,. Для того чтобы з. р. сумм 
$ == Фил 2 Фиа -|- +-. ЗЕ авы 
данной последовательности серий 
ля оао ав мы а 


независимых в каждой серии случайных величин, удовлетворяющих 
условиям 


п 
мо 2 

Инь = 0, У Далее шах Ели, —>0, 
Е 1<Е< № и со 


сходились к закону Гаусса, необходимо и достаточно, чтобы суммы 
2 2 2 
би = - Пиз... -- Хо 


квадратов этих случайных величин были относительно устойчивы. 
Доказательство. Доказательство этих теорем получается в не- 
скольких словах путем сравнения условий теорем 12 и 14, 43 и 15 
соответственно. Этим методом Д. А. Райков и получил первоначально 
свою теорему. 
Прежде всего найдем з. р. величин 2°, если з.р. случайной вели- 
чины 2 есть Ё (52). Мы имеем 


Ф(у=Р {47 <у} =Р {12| <Иу} = 
=Р{=<Уу} —Р\{|+| > -Иу} = ЕУУ-Е(-ИУ. 
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Теперь очевидно, что 


п Ап 
ЮУ \ 4^Ф-Х (а{Еыь®- Ри (2)} = 
#=1 [х]: >= #1 8 
т п 
=Х {} 4{9ь0/у-в(-И}=Х {| 4; 
В=1 у> =? В=1 у>е* 
ь Жи в 
и \ 2 аЕнь (2) — | а Ре ИЕ} — 
В—=1 |х| = В=10 
Кпк =? г п Е. 
= } у {РИ у) Рыь(-И 9} = Х } чаФик (у); 
#10 Е=1 0 
Ев © и © 
Зо Хань (2) = уаФнк (у). 
КЕЙ АЕ 


Равенства 1° и 2° показывают, что условия теоремы 12 для вели- 


чин 7,к и условия теоремы 14 для величин 7» либо одновременно вы- 
полняются либо одновременно не выполняются. Равенство 3° показы- 
вает то же для теорем 13 и 15. А это и доказывает теоремы 17, — 17.. 


$ 7. Закон больших чиеел 


Про последовательность 


независимых случайных величин говорят, что она подчиняется закону 
больших чисел, если для данной последовательности постоянных 
В„ > 0 можно подыскать такие действительные А», что при любом з > 0 


Р\ 


Для схемы А. Н. Колмогорова мы скажем, что последовательность 
серий 


И а вы 4 
у 


В, =) —0. 


Хтл, Чи; ..-) Хы (бе, № во) 


независимых в каждой серии случайных величин подчиняется закону 
больших чисел, если при любом => 0 


Рая хи ... + тв, | > 3} —50. 


п®—осо 


Для дальнейшего нам понадобятся следующие леммы. 
Лемма 6. Для того чтобы последовательность з. р. Ё»(7), центри- 
1 
рованных медианами [ Е. (—0) == <» (+0) | ‚ сходилась к единич- 


ному закону 
О для < 0, 


Ев (1) ——> (1) = | 1 для д>0 


п-со 
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необходимо и достаточно, чтобы к единичному закону сходились сим- 
метризованные законы 


Е (2) —+з(2). 


со 


Доказательство. Необходимость этого условия очевидна. Дока- 
жем его достаточность. Согласно предположению, при любом 9>0 
и каждом з > 0 для всех достаточно болыпих ий 


Вы (>19 и = (=> 
имеем (5, и х. независимы сз. р. Р„ (7)) 


= \ а (2) =Р{| 2—2 | ==} = Р{а— 2. = 8} + 
[х|>= 
+ Р {1 — 2, < — 8} > Р{1: >, 2, < 0} | 


+ Ра, = в. =0}>=41 


что и требовалось доказать. 
Лемма 7. Если существуют действительные постоянные А„ такие. 
что при каждом.з > 0 


Р {| 51-х... 2 — Ак| > 3} —0 


п-со 


слагаемые хк независимы и имеют нуль медианой [Е^(—0) < — 


521 => 


—Ёик (- 0) ], то величины 2„к пренебрегаемы в пределе. 


Доказательство. Очевидно, что 
* * * 
Р {| ха-ха... тва | > 3} —>0, 
®—со 


т. е. что равномерно относительно { в любом конечном интервале 


п фа (1) 


ах 
=1 И-усо 
и, следовательно, равномерно относительно К (1 < А<А,) иё (#1 = 7) 
* 
ть (# —-1. 
и—со 
Отсюда в силу леммы 6 мы заключаем, что величины ик пренебрегаемы 


в пределе. 


Примечание. Только что проведенное доказательство дает воз- 
можность сформулировать следующее предложение: если последователь- 


ность серий независимых случайных величин 5, такова, что при 
каждом > 0 


Р{| 51-ти. -*  2ивь | > =} —>0, 


то существуют такие постоянные числа ф„в, что равномерно относи- 
тельно К (1 < А=<^,) при любом з>0 


Р{[1ть — бк | > в} —>0. 
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ТЕОРЕМА 18. Для того чтобы при любом з>0 
Ра хи. г. -— Флд | — 9 


и слагаемые ть» были предельно пренебрегаемы*, необходимо и доста- 
точно, чтобы при каждом з > 0 выполнялись условия 


Ат 
1о » аЕпь (х) —-0, 
В=1 |х|>е 
Аъ 
» У \ ел (2) 0, 
Е—=1 |%х|=8 
р 
Зо 2? аРль (2) — хаЕль (т) "} ив 
2 и с Е р ) ТП —со 


Доказательство. Очевидно, что доказательство сводится к вы- 
яснению условий, при которых з. р. сумм. 


$п == бил Хи. . о 


сходятся к закону (2) (=0 для < 0, =1 для х>> 0). Для закона 
(2) в формуле (4) 5 1 нужно положить М (и) =М(—и)=0, а= 
== (=) 0. 

Теорема 18 является очевидным следствием теоремы 7. 

ТЕОРЕМА 19. Если х,ь имеют медианы при х=0, то для того 
чтобы можно было подыскать такие постоянные Ап, что 


Р {|на  ... 2, — Ап | > 3} —*0, 


необходимо и достаточно, чтобы при каждом <>0 
п 
У (че — 0, 
<) П—со 
В. [|5 
п 


У ( пары (я —50. 


П—со . 


Доказательство. В силу леммы 7 слагаемые хи» пренебрегаемы 
в пределе. Для симметричных законов Ри» (7) условия настоящей теоремы 
совпадают с условиями теоремы 18. Общий случай является простым 
следствием леммы 5 и леммы 7. 

Из теоремы 19 в качестве следствия мы получаем теорему Колмо- 
горова-Феллера. А. Н. Колмогоров еще в 1928 г. опубликовал (5) 
доказательство этой теоремы в предположении В„=и. Феллер в 1937 г. 
(1?) дал новое доказательство, не ограничивая при этом выбора коэф- 
фициентов Вы. { 

Теорема Колмогорова-Феллера. Для того чтобы 
для данных последовательности постоянных В,„ и последовательности 

* См. примечание к лемме 7. 

8* 


224 Б. В. ГНЕДЕНКО 


11, 2,....2т,... случайных величин можно было найти последова- 
тельность постоянных А; (— << А, < + ©) таких, что 


р. те м 


— :} —> 0, 


П-—›со 
необходимо и достаточно, чтобы при любом з> 0 
т 
1 У \ ето. 
п—>5о 
В=1 [х|>ЕВь 
т 


» У \ 2? аЕь (5 ть) —> 0. 

со 
К=1 |х| < Вь 
Здесь т» — медианы величин т». 

Примечание. Заметим, что в условиях теорем Колмогорова- 
Феллера и 19 можно ограничиться з=1. 

ТЕОРЕМА 20. Для того чтобы данная последовательность ти, 1о,... 
....9,... Независимых случайных величин удовлетворяла при любом 
> 0 условию 

ы 


необходимо и достаточно, чтобы при любом з>0 
т 


° У \ аВ» (2) —>0, 


а о - 


® 


> 5—0, (1) 


®-—со 


со 
К=1 |х| >= 


2о У: \ 2аР» (2) —0, 


В=1 |х|<т 
% 
1 2 
3о р г 2аЕ ее ( —= 0 
ет к (1) хаЕРь(х) Е 
В=1 |х]| <= |х| <ет® 
Доказательство. Докажем прежде всего, что если условие (1) 


т 
выполнено, то величины ы (1=А =) пренебрегаемы в пределе. Оче- 


видно, что для. этого достаточно показать, что из (1) следует при 
любом з > 0 соотношение 


ы 


> 5] О (2) 


мы заключаем, что если Ё с ростом и само растет до бесконечности, 


т» 


д 
то в силу (2) =. и, следовательно, тем более ея = пренебрегаемо в пре- 


деле; если К остается с ростом п ограниченным, то тогда очевидно, 
что 
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Предположим, что (2) неверно, тогда существует такое з>0 и такая 
последовательность и1, и.,..., Пь,..., что для некоторого а > 0 


Р1 >> Е 


Пк 


По предположению мы имеем 


я: —1 
] 
В 


> 2 } < па, 


р... 4, 


пк 


== ь < Тпь» (3) 


ГДе Ти,-1 И \п, сколь угодно малы при достаточно болышом А. Но мы 
имеем с вероятностью большей чем а (1 —т„,_1) неравенство 


ЕВЕ и." п Г Чаи 
пк пк | |Пь| пк ры ие 
п —1 5 = 
> &— о = 
м Пк 2 2: 2 ь 


противоречащее (3). Требуемое доказано. 

Доказательство самой теоремы немедленно получается теперь из 
теоремы 18. 

Теорема 20 позволяет немедленно получить необходимые и доста- 
точные условия для применимости закона больших чисел к последова- 
тельности 11, 1.,...,2п,... независимых случайных величин в класси- 
ческой формулировке. Эти условия были получены А. Н. Колмого- 
ровым (5). Предполагается, что все величины 2 имеют конечные мате- 


матические ожидания; для простоты мы будем считать, что Ел = Ё т = 


=...= Ах, =...=0. Это предположение, конечно, не ограничивает 
результаты. В классической формулировке закона больших чисел 
суммы „= -15-+...- 2и Центрируются математическими ожида- 


т 
ниями (4- == У Ел» ) и нормирующие коэффициенты выбираются рав- 
В=1 
ными ий (В, =1). 
Теорема Колмогорова. Если независимые случайные вели- 


чины последовательности 21, %.,..., п... имеют математические ожи- 


дания и Ех, =0 (А = 1), то для того чтобы при любом > 0 
Р] д... | о 


г 
п ) пс 
необходимо и достаточно выполнение условий 


т 


У | ав ®—0 


лай 
ВЕ=1 |х| >в 
1 
м 
В=1 |х|<® 
й т 
а р 2 аЕь (2) —0 
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52 
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Доказательство. Согласно условию теоремы при любом <> 0 


со 


24 (2) —> | хаРь(2)=0 (&>1). 


« 


|х| <ет® —со 
Отсюда мы заключаем, что также 
т 
1 <“ 3 
— хаЕ»к(т) ) —->0. 
та ( \ й к ( ›) к 


\ а РО: 


Таким образом условия теоремы 20 для рассматриваемого случая при- 
нимают следующий вид: при любом з>0 


У \ 4Ё» (т) —->0, 


К=1 |х|>=® 


У + } гар (2) —=0, 


&=1 |[х| <е® 
т 
Л 
У: \ 22 4Рь (2) —-0. 
В=1 [| <=т® 


Нам остается обнаружить, что можно ограничиться этими условиями 
при ==1. Для этого достаточно показать, что из условий теоремы 
вытекают соотношения 


аРь (2) —->0, 


К=1 п<|х|<п 


У. ( зар) —0, (4) 


А. =п<|[х|<п 


У - \ 2?аЕк (т) —+0 


по ) 


К==1 еп <|х|<п 


при любом з>0 (если з> 1, то область интегрирования нужно заме- 
нить на п < |5| < э11). Первое соотношение для $ >> 1, а последнее для з< 1 
тривиальны. При з< 1 последнее соотношение нам дает 

ъ п 
й Е о р 
о (1) =\ 2? 4Рь(2) > У, аЕ» (1). 


А=& вп <|х|<п К=1 вп <|х|<® 


Отсюда мы заключаем, что 
т 


Хх } вом. 
Е=1 вп<|х!<п 
Очевидно, что 


Ра | г аЕ» (т 2)| < У: [ [а (в) = У \ а (2). 


&п<|х|<п п <|х|<п® К=1 п<мх|<п 


ТО ТНВ ТНЕОВУ ОЕ 1ЛМИ1Х@ ТНЕОВЕМЗ 227 


Аналогичным способом проверяются соотношения (4) для з >> 1, только 
в этом случае исходным соотношением является первое из них. 


Математический институт Поступило 
Московского гос. университета. 27.ХП.1938. 
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Р. СХЕОЕМКО. ТО ТНЕ ТНЕОВУ ОЕ ГТИГХ 6 ТНЕОВЕМ$ КОВ 50мМ5 0Е 
1ХОЕРЕХОЕМХТ ВАМРОМ УАВТАВГЕУ 


РОММАВУ 
Сопз1Аег а зедаепсе о! зег1ез 
Ттл, Хпэ, +...) Фив (п=1, № 3, ь) (1} 


0{ ш4ерепдепь т еасй зегез гапдош уама ез пезеслае 11 \е ити. 
ОпЗег 413 1азё соп@Илоп \е шеап {Ъаф {ог апу з>0 


Р{|2.ь| > *} —=0 
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ип Ногийу ш А (1 < *,). Оепое Ве @1зБиайоп 1а\ оЁ Фе уага ]е 
тк У Ель (2). Еог Ш сВагасбегзмс Гапемоп оЁ \е 1ам\ ЁР,ь (5х) ме 
питодисе 4Ъе Чепобайоп 
фл () = рил (1) с", 
\Теге рик (#) ап@ ®„л (1) аге геа\ Тапойопз засЬ 1аб О рик (И < 1, 
| олд (#) | <х, рик (0) =4, Фил (0) =0. Зиасе \Ъе уатаез 2иь аге пез]ес- 
{а е ш фе Пюц, ме Вауе ипИогоЙу ш А (1 < №) ап Е ш апу 
Поце 1ифегуа] оЁ 
нк (1) ——>1, @иь (И) 0. 


ТБе гапдот Уагае х 13 саЙей шИпиеу атуляШе, И Гог апу пам- 
га! п \е сап герг2зепф № аз а защ 0{ и ш4ерепаепф уаг1а ез у опе 
ап \е заше @зи4Байоп Та\. п ог4ег \№а$ \№е гапаош уагае х 
зроша Ъе шйпцейу ду е, 16 13 песеззату ап@ заЙ1ееть 1Ваф Ше 
ТобагИйта оЁ из сВагасбег1з Ис Глпсйоп звом@ Ъе гергезеп{а е Ъу Р. Г6уу’5 
Тотт1а: 


—< со 


ЕЯ (ЕТ | (= ам (в) + | бам 
—0 ый += у 
+ } = —1—пы)амМ (в) + } ее 1 — пи) ам (и. (2) 


11 413 Гогаща М (и) апа М (и) аге поп-Чесгеазтя Гапейопз зайзРуше 
—о 
\№е сопайовз 1) М(—с)=М(+о)=0 апа 2) \ и аМ (и) + 


—е 


Е 
| \ и? АМ (и) < + со 1ог еуегу Йпце э>0, ап4 сх, 1(<) ап@ а аге соп- 

фо 
5фап{5. Тре сопзфап$ т шау Бе сВозеп агЬитагИу ип4ег \е опе сопалоп 
аб —‹ апа -‹ аге роз оЁ сопыпацу оЁР Фе Ёапейопз М (и) апа 
№ (и) гезресмуеу. 

У\е ргосее по\ 140 Ше !огши|амоп о{Ё зотле о! Те Меогетз ргоуе4 
1 Фе ргезепь рарег. 

ТНЕОВЕМ 3. Гпъ ог4ег 1йаё а зедиепсе с} трпие у анаяЩе 1а%$ 
Ф» (5) зо сопоетве 10 а Птитр 1а% Ф(х), и 15 песеззагу апа зи п- 
сет То 

1) т ерегу ройш о] сопипийу о} Ше ратсиопз М (и) апа М (и) 

М» (и) —>М (4) очи О, 
М, (и) М (#) Ги 0: 
2) юг апу <, юг «имей —х апа + ате ротаз о} сопипииу о} 1е 
рпсйоп$ М (и), № (и), М» (и) апа №, (и), 
Та ны апа 
3) [юг едегу а>0 


—о ЗЕ —0 + 


| нам, (и) а? бы ам, (и) — \ и? 4М (и) Ра? | имам (и) 


= о — 0 
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Тйе апсиопз М (и), М (и), Мь (и), № (и) ап Фе сопяатз а, 1 (<), 
@пт, {п (<) ате аелегтатеа Фу рттиа (2) ог йе 1ажз Ф(х) апа Ф, (т). 

ТНЕОВЕМ 4'. п ог4аег Фаф Фе зедиепсе о} @зтфииоп 1а%з о} 1е 
5ит5 


5п = Ха Ти... Ховь (3) 


0} ттаереп4епё ат еасй зетез, пееса Че т Ше Ити тапаот фатаф1ез 
5вои{@ сопоегве рт п—> со 10 а птитр 1а%, й 15 песеззату ап@ зи й- 
сет Ша ше трпиеу Филя Ще 1а%5 Ф„(х) аерйпе Фу теапз о} йе 
огатийтз о} Шшехт сйатасетяис ипсиопз 


в со 
ие = У (ее | (ам — 1) а (а он, (1))} , (4) 
Ее же 


5йои44 сопоетзе 40 а Птитв 1аж. Тфе Ппийтв 1а%$ юг Бой зедиепсе$ 
сотеще. 

Аз а сопзефиепсе о? Теогет 4’ уе шау ро оф Фе {оПо\миая теза 
ие 10 А. Кшиюьше (15). 

КЬ1и6сВ1пе’з Треогеюм. ТЬе с]азз оЁ Ииие 1а\уз 1ог зааз (3) 
о{ 1а4ереп4епф, пес]есфае п Ве Пти гапдош уагма ез со1пе19ез \ив 
ФЪе с1азз о? шйпие]у ду Ые ]а\з. 

ТНЕОВЕМ 7. Рог ;#е сопфегветсе о} фз ино 1а%5.0} йе зитз 


5п = Хил Хи ... -Н ов» 


0] таерепаепф ат еасй зетез тап4от вата Ме; пейеса Ме т 1е Пти и 
1$ песеззату апа зиррслетт 11аё тете зйош@ езл5 зисй поп-4естеаятя 
пс попз М (и) апа М (и) заизйуите йе соп4айлоп$: М (— ©) =М (- во) = 


апа 
_0 += 


\ и?аМ (®)- \ и? АМ (и) < < ргапу => 0, 

—= 0 
ап зисй сопатз а> 0, х, 1(<), йетге —* апа - т ате рот41$ 9} соп- 
ипийу о} е ипсйопз М (и) апа М (и) тезресиее у, ар 


х и 


1о Хх } 46 (и) —>М(и) юг и <0, 
Е=1 —© 
Въ со 
У- анк (ы (и) —- М (и) юг и>0 
#=1 и 
а роии$ о} сопитийу о} те рпсиопз М (и) апа М (и), 
п 
20 „У \ Ен» (2) —>1(°), ап 
В=1 |х|<т 
п 
3° Ша Ив \{ { 246л(®)-( | га.) } = 02. 
Ве ея ТЕМЕ < <= 


Тйе 1оватирт о йе сйагасёетзис |ипейоп ор йе Птилте (а 15 поеп 
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ву Р. [6у’5 югтша (2) тий Ие рапейопз М (и), М (и) ап Фе соп- 
51ап1з а, |(<) лия аерпе4. 

ВештагК. 1 13 раш 1Ъаф \фе \Феогет аз Гогиафе стуез по 
оп1у \№е песеззагу ап заН1слепф соп@Илопз {ог {Ве ех1з{епсе оЁ &Ве т1- 
по 1а\, Баф а1з0 4Ве сопа\мопз {ог \№е сопуегсепсе 10 а злуеп Пип $ 
}а\у. Уе Вауе оту 40 сопз14ег \е Гапсйопз М (и) апа ['{з), апа Ве 
сопзфап{з 4 ап@ 1 (1) аз элуеп. 

Оп \\е разе оЁ Твеотегз 3, 4’ апа 7 Т 4еуе]\ор а сепега] ше{Ъо4 {ог 
ргоуте ПшИлие 4Теогетз {ог затз 0! 1т4ереп4епь уаг1а ]ез пез]еса Ле 
м Фе Пши. ТЬе 14еа оЁ 413 шефо@ сопз18з шш фе оПоушя. \Уе 
гер1асе Фе зитз 

бп = Ха -- Хие-Е... Хил 
о{, сепегаЙу зреаКшз, агрИтагу гап@от уаглаБ]ез Бу Фе зитз 

$5 =Яа-РЯ-... + ть 
о шИпце!у ату11Ые гапдош уама ез 4Ве @1зимрайоп 1а\уз оЁ м1 
аге Чефегишей Ъу !огтиа (4). 

п Ще мау 01 Шаятайоп о! Во\у Фе шефо@ 135 4езстаБеа 18 10 Бе 
арр\е@ ме сопйпе опгзе]уез 10 ргоуше Те 1а\у о{ стеаф пишЪегз ап@ 
4е{аслпо \Ъе песеззагу ап@ зиелепть сопаилопз {ог 4Ъе сопуегоетсе о 
\Ъе а1зирайоп 1а\з оЁ зитаз $0 Са\зз’ апа Ро1зз0п’з 1а\з. 

ТНЕОВЕМ 9*. [пт отаег фпаё 11е фятииопв [аз о} зитз (3) о] ттае- 
реп4ет ат еасй зетез, пеесла Де т 11е Пти, вата ез зпои]4 сопфегае 
0" п—> со 10 Ро1550т’$ 1а% 


РД ваза (5) 


0<Е<х 


И 15 песеззату ап4 зирилем Фа ог ефегу 9 <з<1 Ше ]оПовта соп- 
аюп$ йо 4 фе заизред: 
Ап 
1 № ан (+) —0, 


п 
В=1 В. 


» У \ Ре 
К=1 |х- <: а 
ь 


Заре } гал (2) —*0, 
К=1 |х|<е 
т 

® У! \ 22 аРлк (+) — (| } зак (2) } —50, 
КИ 8 |х\ < 


и/еге 1е 4оталт о} имевтайоп В. 15 те трпие пиего — © << о 
ФИЛ Ше ехсерйот о} 1е 4отатз |х| <: апа |5—1|<.. 


' А рганитагу соттиапасайоп оп 1913 \Теогет Ваз Ъееп ашгеаа ао звеа 
[Стедепко (*)]. \Увеп 4Те ргезепф рарег \аз геа4у 1ог ри 1 ела еззеп- 
ЦаПу \е зате соп4ИЙоп$ \еге Гоипа Бу Т. Магаююемся 11 В13 рарег «Зиг 1ез 
опсИопз 1п496реп4ап4ез», Кипа. МафВ., уо1. 30. (4938). 354. | 
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Ргоо{. ТЬе сопа\лопз оЁ Ве ргезепф {Веогет аге еазПу Чедис!Ле 
гот ТЬеогеш 7. То 40 №13 № заН1сез 40 орзегуе 4Ваё {ог 4Ъе 1а\ (5) 
\е Вауе 10 риф ш Р. [6уу’з ЮюгилЙа М (и) =0, М№(и) =0 10 в< 14, 
М (и) => 10г и=1 ап4 а=у (<) =0. 

ТНЕОВЕМ 10. 11 отг4ег апаф йе @зитчфиноп 1а» о} йе зит$ 


бп = аи... -Р Тиль 


0] т4ерепает т еасй зетдез гаттабТез зазрутв {йе сопайлопз (3) $ 4 злошШ4 
сопоегве 10 Роз5зоп’5 (аж Р(х--1), йете 
72 (3) == м 1-1, 
0<<х 
Й 15 песеззату апа зируслет айаё те соп@иоп 
п 
У | 22а, (2) —-0 


р В 
Е=1 |х—И>е 


зйои!14 фе реа рюг ефегу => 0. 


ТНЕОВЕМ 11. [п отаег фай те фятфиинот аз о} Фе зитз (3) 
о} таерепаетт т еасй 5етез хата Мез зпош А сопоегве 19 Саиз$’ [а 


Ч (= я \ —е 45, (6) 


ап Фе сапа Ме ть (1 <<) зпошШАа фе педасла Ме т Ше йти, 
И 15 песеззату апа зирлалет айат ше рюПойлте сопаилоп$ зпошШа фе 
запзпеа ог ефегу = > 0: 


[о № ( АаЕпь (1) ыи 0, 
В=1 |х|>е 
п 
» У | саР,л (а 2) —->0, 
В=1 |х| <: в 
Ат 
р | зав (а) и. ‚| 24) р 
в—=1 || < 


РгооЁ. 91тсе {ог 4Ве 1а\ (6) же Вауе 140 раб ш Тогоша (2) 
М (в) =М (и) =0, а=1, 1(°) =0, \еогет 7 рлуез $Ве соп4Илотз оЁ &Ве 
ргезепё \Веогет \ИВой апу са!сШайопз. 

Тье \№еогеш ]3% ргоуе4 13 ап еазу зепегаЙзайоп оЁ а ме! Кпо\уп 
{Веогет оЁ \\. ЕеПег (1). 

ЕоПомшя А. Кьииевше (16) ме питодисе \Ъе 1оПоуутя 

Пе! 1110. ТЬе зашз (3) о! ш4ереи4епф 11 еасВ зеглез роз\луе 
гапдот уагаБез аге саПе@ геамуе]у збаЪ]е, 11 {ог еуегу з>0 


рвы — 12 8) д0. 


ТНЕОВЕМ 414. т огаег ФТаё \е зитз (3) 0} таерепаептф ат еасй 
зеез поп-певайое тгапаот фата ез по а Фе тёаиюеу а Ме ап 1е 
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рапаве; хть (1 <=) пе еса Ме т Ш!е Пти, й 15 песеззагу апа 
зипелетт фаф рог ефету з> 0 


№ © 

тм | Ель (т) —-0, 
ел > со 
ВИ 

2о >, 2аРиь (2) —>1 
В=1 0 


Тре \Веогеш 336 Гогтоу]афе@ 13 ап еазу сепегаПзай оп оЁГ а \Феогет 
„Чие 10 А. Воргой (2). 

Тье ]аз6 зесмоп оЁ 4\е ргезепф рарег сопфа1лтз а пашфег о{ \Ъеогетз 
оп Ве ]а\ оЁ стеаф питафегз. УУе слуе Беге опе о{ {Ъезе {Веогетз, \уБлеЬ 
1з а оепегайзамоп о{ {Веогетаз пе 40 А. Ко|посогой (5) апа УХ. ЕеПег (1). 

ТНЕОВЕМ 19. 1} е фата [ез х,ь ате таерепаетё рог 1 Е < Ав 
‚апа роззез; юг х=0 тефап$ (Рок (—0) = 5 (+0), Фйеп, т огаег 
пар фе соша рп зисй сопзап1$ А, Ти 


Р {и -Нх-... т. — Ап| > 3} > 0, 


41 15 песеззату ап4 зируслет араё рог ефегу з>0 


Къ 

1, У Гань (=) —-0, 
В=1 |х|>е 
п 

Зейн | 22 анк (2) —- 0. 
&=1 || <= ВА 


Тре ргезепф рарег \уаз геа4у Гог ргш& атеаду 11 Фе апбати оЁ 1937; 
Чацег № уаз зИоЪИу пиргоуеё ароп, шаш]у ш \Ше \уау оГ Щегату 
юотгеслопз. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1939 
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Серия математическая Зече та{петачаце 


В. Я. АРСЕНИН 
О ПРОЕКЦИЯХ В-МНОЖЕСТВ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье дается обобщение теоремы о проекции униформных В-мно- 
жеств на случай множеств, пересекаемых всякой параллелью по кон- 
груенту одного из множеств некоторого счетного семейства. 


Известно, что ортогональная проекция на ось ОХ плоского В-мно- 
зкества Ё, расположенного в плоскости ХОУ и униформного относи- 
тельно оси ОХ, есть В-множество. П. С. Новиков предложил мне ряд 
вопросов, касающихся обобщения этой теоремы. В настоящей работе 
дается решение некоторых из них. 

Так как всякие два множества, каждое из которых состоит из одной 
точки, являются взаимно конгруентными, то обобщением этой теоремы 
является следующая 

ТЕОРЕМА 1. Проекция плоского В-множества, расположенного в еди- 
ничном квадрате и такого, что всякая параллель к оси ОУ пересекает его 
по взаимно конгруентным множествам, есть всегда В-множество. 

Доказательство. Пусть Е есть плоское В-множество, имеющее 
‘отмеченное свойство, и пусть е есть линейное В-множество, конгруент- 
ное сечениям множества Ё прямыми 5 = с0154. 

Множество Е распадается на семейство униформных кривых, обра- 
зованных образами точек множества е при конгруентном соответствии. 
Мы будем называть эти кривые траекториями точек множества е и 
будем их обозначать Се, где Ё&ССе. 

Докажем, что траектория каждой точки & есть В-множество. Тогда 
из цитированной теоремы будет следовать, что и проекция множества 
Е является В-множеством. 


Пусть 
Е 


Та, 12) >.) ТТ, --- 
суть последовательности точек множества е такие, что 


Пш & = заре, 
1 7%: = шЁе, (1) 
СЕ око, О и С. Су -- Са ++. 


— соответствующие им траектории (фиг. 1). 
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Если множество е содержит заре, то полагаем 
Я==5ире'(1=4.2,...). 

Если множество е содержит шЁе, то полагаем 
Ума е. (=: 2,..), 


Обозначим через О; множество, которое получится из множества Ё, 
если его сдвинем параллельно оси ОУ так, чтобы кривая С.;, совпала 
с кривой С.. Аналогично, обозначим через 
Р; множество, которое получится из мно- 
жества Ё, если его сдвинем параллельно 
оси ОУ так, чтобы кривая С., совпала с 
кривой С:. Рассмотрим множество 
Ст=Е Рыб Роке РЕЗО, .-* 

Очевидно (С: есть В-множество. Мы по- 
кажем, что оно совпадает с множеством С.. 
Из построения множеств Р; и О; вытекает, 
что каждое из них содержит множество С+, 
следовательно, 

СЕ—С.. 

Пусть точка (5, У) ЧЕ С и СНВ. 

Пусть точка (2, у) С Се. Тогда суще- 
Фиг. 1 ствует такое 1, что 


[У —%| > шах (заре—&, т:— ше). 


Но тогда соответствующие множества ©; или Р; не содержат точки (50, /о) 
и, значит, точка (1%, у) Се. Следовательно, СЕ Сь, т.е. Сё= Се. 
Мы доказали, что 

Всякое плоское В-множество, пересекающееся параллелями к оси ОУ 
по взаимно конгруентным мнокествам, униформизируется посредством 
В-мнозжсества. 

Доказанная теорема в свою очередь может быть обобщена следую- 
щим образом: 

ТЕОРЕМА 2. Пусть 


ет ебал (2) 


есть счетиая система попарно не конгруентных линейных В-множеств. 
Пусть, далее, Е есть плоское В-множество (ЕС ХОУ) такое, что вся- 
кая параллель к оси ОУ, его пересекающая, пересекает его по множе- 
ству, конгруентному одному из множеств системы (2). Тогда множе- 
ство Е может быть униформизи ровано посредством В-множества. 

Доказательство. Будем предполагать, что множества системы (2) 
расположены на отрезке (0,1), а множество Е— внутри квадрата 
90 би 

Множество Е можно представить в виде 


Е =>] Ез 
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где множество Е; пересекается параллелями к оси ОУ по конгруентам 
множества е, и их проекции на ось ОХ попарно не пересекаются. 
Множество Ё; распадается на систему попарно конгруентных кривых 
С.; — траекторий точек &С-е;. Докажем, что Се, есть всегда В-множе- 
ство. Из этого будет следовать справедливость теоремы 2. 

Пусть 


№ 2 т 
;) ино Пре 


суть счетные последовательности точек множества с;, обладающие свой- 


ством (1) теоремы 1. Обозначим через О; множество, которое полу- 
чится из множества Ё, если его сдвинем параллельно оси ОУ так, 
чтобы кривая С» совпала с кривой Се. Аналогично, обозначим через 


й 
Р; множество, которое получится из множества Е, если его сдвинем 
параллельно оси ОУ так, чтобы кривая С’, совпала с кривой С+,. Рас- 
т 
й 


смотрим множество 
1 т 2 2 т т 
@.=8..Рь. О; Р.О: . оО ИЯ - (9: $ 
©; есть В-множество. Так же, как в случае теоремы 4, докажем, что 


©} - Е. =Сь. 


Процесс получения множества ©; назовем процессом РО. Пусть 
множества ЁЕ;, (А =1, 2,...) таковы, что множества ©; - Ез, не пусты и каж- 


дое из множеств е;, конгруентно части е№ множества е;. Назовем 
длиною множества ет и обозначим через 1(ет) число зарет — 11 ет. 
Легко видеть, что множество ©; : Ёш может быть непустым лишь в слу- 


чае, когда #(е:) < 1(ет). Действительно, пусть [(е:) > (ет). Какую бы 
точку (50, и) множества Е» мы ни взяли, будем иметь: 


зирет — & < заре; —& или и— шЁет < & — ШЁе;. 
Тогда существует такое п, что 
т . 
& —& > зирет — т или &— ин > & — Шен. 


Но в таком случае соответствующие множества ©; или Р; не содер- 
жат эту точку. 
Аналогично этому можно показать, что множества ©, : Е;, суть уни- 


формные множества, если [(е;) = [(ех,). 
Для каждого 1. выберем во множестве е; точку &,, не принадлежа- 
щую его части е!*. Процессом Л образуем множество 41 так, чтобы 


<: Е: =С: . Поскольку точка &, не принадлежит множеству с, мно- 
: 
жество ©*.Е; пусто. Действительно, допустим, что множество 


<! .Еи, не пусто. Если точка (2, У.) С ©#: Е, то 


зире,, — у, < зире; — &, или У, — Иез, < &, — ие:. 
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Но тогда найдется такое т, что точка (7, %%) не будет принадлежать 
соответствующим @ или Р номера т, а следовательно, не будет при- 
надлежать и множеству 0", что противоречит предположению. 
Обозначим через @" множество, которое получится из множества 
фи, если его сдвинем параллельно оси ОТ так, чтобы кривая о со- 


впала с кривой С+,. Пусть 


©; есть В-множество и содержит кривую С.. Пусть Е, суть такие 


множества, что множества ©; : Е», не пусты. Тогда из построения мно- 


жества ©; следует, что каждое из множеств е„, содержит хотя бы одну 


точку Ёи, такую, что во множестве е; нет точки Ё такой, что 


заре; — & = зар еж, — бл. 


Для каждого т, процессом Р выделим множество От, так, чтобы 


О —— . 
т Е Сы: В силу указанного выбора точек р множества Фи, Е; 


т, 

пусты для всех А. Обозначим через нь множество, которое получится 

из множества @„., если его сдвинем параллельно оси ОУ так, чтобы 
№ 

кривая Сь„, совпала с одной из траекторий, на которые распадается 


2 ‚. = 
множество ©, ЁЕ„. Пусть Н„, есть пересечение множеств бт, и ©.. 
Это сделано ‘для того, чтобы избавиться от возможных лишних точек 
единственности. Обозначим через Н’ множество, которое получится 
из множества И„, если его сдвинем параллельно оси ОУ так, чтобы 


оно расположилось внутри квадрата 2 = у<3; О<х=<1. Пусть 
Н = УНть-+ < 


Н есть В-множество, так как множества в и 6, суть В-множества. 
Кривая С; есть множество его точек единственности, как это видно 
из построения множества Н. Пусть Л; есть проекция множества С; на 
ось ОХ. На основании теоремы Лузина о проекции точек единствен- 
ности множество М; есть С А-множество (1). Проекции множества Е;, т. е. 
М,,—попарно без общих точек, в сумме они дают проекцию множества 
Е на ось ОХ, т. е. некоторое А-множество. 

Докажем, что множества Л; суть В-множества. Так как П.Е есть 
А-множество, то его дополнение по отношению к сегменту (0,1) есть 
С А-множество. Следовательно, сегмент (0,1) распадается на счетное 
число попарно не пересекающихся С А-множеств М, №,,..., №, ..., СПЕ. 
Рассмотрим какое-нибудь множество М!;. Так как оно есть С А-множество, 
то его дополнение по отношению к сегменту (0, 1) есть А-множество, 
а следовательно, В-множество, ибо является суммой счетного числа 
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С А-множеств, т. е. С А-множеством. Следовательно, множество №; есть 
В-множество. Множество точек, принадлежащих «гребенке», состоящей 
из параллелей к оси ОУ, проведенных через точки множества М№;, есть 
также В-множество. Следовательно, его пересечение с В-множеством Н, 
т. е. множество С+, есть В-множество. Теорема доказана. 

Вместе с теоремой 2 доказано, что каждое из множеств Е; есть. 
В-множество и униформизируется посредством В-множества. 

Естественно возникает вопрос, останется ли доказанное предложение 
справедливым в случае, если плоское В-множество пересекается парал- 
лелями к оси ОУ не по взаимно конгруентным, а по взаимно подобным 
или взаимно гомеоморфным множествам. Мы покажем, что это не так 
даже в том случае, когда эти пересечения взаимно подобны и взаимно 
гомеоморфны. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть Е есть А-множество (Е С ОХ). Тогда суще- 
ствует некоторое множество © (© С ХОТ) типа Сз, проекти рующееся 
в Е и имеющее следующее свойство: параллели к оси ОУ, проходящие 
через точки мчожества Е, пересекают множество © по взаимно гомео- 
морфным и подобным мноэжествам. 

Доказательство. Будем считать, что множество Ё расположено 
в интервале (0, 1) оси ОХ. Как известно, множество Е можно рассма- 
тривать как ортогональную проекцию элементарного плоского С», рас- 
положенного внутри квадрата 0 < у—<1, О<х=<1; обозначим его 


к 


где 9, есть сумма попарно непересекающихся прямоугольников п-го 
ранга таких, что каждый из них содержится только в одном прямо- 
угольнике и — 1-го ранга и содержит счетную последовательность попарно 
не пересекающихся прямоугольников п-- 1-го ранга. Кроме того, эти 
прямоугольники имеют следующее свойство: 

Свойство К). Ортогональная проекция на ось ОУ последовательности 
прямоугольников 1-го ранга образует вполне упорядоченную в положи- 
тельном направлении оси ОУ сходящуюся к точке у=1 последователь- 
ность интервалов, не имеющих попарно ни общих точек, ни общих 
концов. Каждая из последовательностей прямоугольников 2-го ранга, 
содержащихся в одном прямоугольнике 1-го ранга, обладает тем же 
свойством (последовательность их проекций на ось ОУ сходится к орди- 
нате верхней стороны содержащего ее прямоугольника 1-го ранга). 
То же — для каждой из последовательностей прямоугольников п-го ранга, 
содержащихся в одном прямоугольнике п — 1-го ранга. 

Мы предположим еще, что максимум диаметров прямоугольников. 
ранга п стремится к нулю при возрастании п. 

Преобразуем указанное выше С следующим образом *. 

* Это преобразование аналогично построению правильного решета (*). 
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Над самым нижним прямоугольником 1-го ранга расположим тот же 
прямоугольник (со всем его содержимым), сжатый в направлении оси 
ОУ так, чтобы его проекция на ось ОУ расположилась между проек- 
цией самого нижнего прямоугольника 1-го ранга и проекцией следую- 
щего за самым нижним прямоугольника 1-го ранга (т. е. второго прямо- 
угольника 1-го ранга). В полосе между вторым и третьим прямоуголь- 
никами 1-го ранга расположим первый и второй прямоугольники 

1-го ранга соответственно над пер- 

11 вым и вторым прямоугольниками того 
же ранга, сжатые в направлении оси 
ОУ так, чтобы их проекции на ось 
РЕЖ ОУ расположились между проекциями 
Е. второго и третьего прямоугольников 

1-го ранга первоначального Съ, не пере- 


Бали о секались (и не имели общих концов)’ ни 


ЕЕЕЕЕЗ с последними, ни между собой и т. д. 
ЕЕ Вообще, в полосе между А-ым и А + 1-ым 
ве. прямоугольниками 1-го ранга поместим 


К первых прямоугольников 1-го ран- 
[— | га первоначального С; соответственно 

над первым, вторым, ... А-ым прямо- 
угольниками 1-го ранга первоначаль- 
ного Сь, сжатые в направлении оси ОУ 
так, чтобы их проекции на ось ОУ 
разместились между проекциями А-го и А-- 1-го прямоугольников, не 
пересекались (и не имели общих концов) ни с последними, ни между 
собой и т. д. (фиг. 2 — пунктирные линии). 

То же самое проделаем для прямоугольников 2-го ранга, как для 
тех, которые принадлежали первоначальному С, так и для вновь образо- 
ванных, и т. д. для всех рангов. Полученное Сь имеет своей проекцией 
на ось ОХ множество Ё и обладает свойством К). 

Обозначим его через @ 


Фиг. 2 


где 5„ есть сумма только что построенных прямоугольников п-го ранга. 
Отметим, что они обладают свойством Е). 

Пусть точки 2, и 2. принадлежат множеству Е. Тогда параллели 
к оси ОУ, проведенные через эти точки, пересекают множество 5, 
по некоторым последовательностям интервалов 1-го ранга. Выбросим 
из них те, которые не содержат точек множества @. Оставшиеся интер- 
валы образуют счетные вполне упорядоченные в положительном 
направлении оси ОУ последовательности В: и В5. Установим между 
этими последовательностями взаимно однозначное соответствие: 1-му 
интервалу из последовательности В! поставим в соответствие 1-ый интер- 
вал из последовательности Ё›, считая в порядке возрастания ординаты. 
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Каждый из интервалов последовательностей В! и В› будет содержать 
счетную вполне упорядоченную в положительном направлении оси ОУ 
последовательность интервалов 2-го ранга, каждый из которых содержит 
точки множества ©. Между теми из этих интервалов, которые содер- 
жатся в интервалах 1-го ранга, имеющих одинаковые номера 1, уста- 
новим взаимно однозначное соответствие так, что К-му сегменту одной 
последовательности поставим в соответствие А-ый сегмент другой после- 
довательности и т. д. для последовательностей интервалов всех рангов, 
всегда считая их в порядке возрастания ординаты. Таким образом 
между множествами В, и В,х., по которым соответственно прямые х=х, 
и х=1, пересекают множество @, будет установлено взаимно однознач- 
ное и взаимно непрерывное (т. е. гомеоморфное) соответствие, сохра- 
няющее порядок элементов (в том смысле, что низшему из двух эле- 
ментов множества В„, соответствует низший из соответствующих им 
элементов множества ВН,,). 

Отметим, что первая из доказанных нами теорем немедленно распро- 
страняется на проективные множества. Всякое проективное множество 
одного из семейств А», Ви и СА», пересекающееся всякой параллелью 
к оси ОУ (его пересекающей) по множествам взаимно конгруентным, 
униформизируется посредством множества, входящего в то же семейство 
(соответственно Аи, В» или СА»). 


Педагогический институт им. К. Либкнехта. Поступило 
Москва. 27. ХИ. 1938. 
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